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新型两平移一转动并联机构的拓扑设计及性能分析∗

耿宗海ꎬ李　 菊∗ꎬ沈惠平ꎬ杨廷力
(常州大学 现代机构学研究中心ꎬ江苏 常州 ２１３０１６)

摘要:针对工业生产中需要小范围精确作业ꎬ又需要大范围单向操作的双重需求问题ꎬ对两平移一转动(２Ｔ１Ｒ)输出的并联机构进

行了研究ꎮ 首先ꎬ采用了基于方位特征集的拓扑结构设计方法ꎬ设计并分析了一种新型两平移一转动并联机构ꎬ给出了拓扑设计过

程ꎬ对其自由度等主要拓扑特性进行了验证ꎻ然后ꎬ采用了基于拓扑特征的运动学建模方法ꎬ对该机构进行了运动学分析ꎬ研究了该

机构的符号式位置正、反解ꎬ并根据位置正、反解分别研究了该机构的可达工作空间、动平台中点的速度和加速度曲线以及三类奇

异位置ꎻ最后ꎬ采用基于虚功原理的序单开链法ꎬ建立了动力学模型并进行了动力学分析ꎬ研究了该机构所需要的驱动力ꎮ 研究结

果表明:该并联机构的速度加速度、驱动力的仿真曲线和理论曲线的相对误差在 ２％以内ꎬ机构的运动学与动力学模型建立无误ꎬ可
为该并联机构后续的误差分析、运动轨迹规划与控制奠定基础ꎮ
关键词:并联机构ꎻ拓扑设计ꎻ位置正反解ꎻ运动学分析ꎻ动力学分析
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０　 引　 言

２Ｔ１Ｒ 并联机构具有控制容易、制造成本较低等优

点ꎬ同时具有移动和转动输出元素ꎬ因此ꎬ被广泛应用

于抓取、调姿等实际生产操作领域[１￣２]ꎮ 但是目前有

关 ２Ｔ１Ｒ 并联机构的相关研究仍然较少ꎮ



ＷＡＮＧ Ｊ 等人[３]提出了一种 Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ 型的 ２Ｔ１Ｒ
并联机构模型ꎮ 杨廷力等人[４] 基于单开链理论的方

法ꎬ提出了多种 ２Ｔ１Ｒ 并联机构的模型ꎮ ＫＯＮＧ Ｘ Ｗ
等人[５]、杨宁等人[６] 采用螺旋理论的方法ꎬ提出了

２Ｔ１Ｒ 并联机构的模型ꎮ ＲＥＦＡＡＴ Ｓ 等人[７] 基于位移

粒子群理论的机构分析法ꎬ综合研究了多种 ２Ｔ１Ｒ 并

联机构的构型ꎮ 张彦斌等人[８] 采用线性变换理论

法ꎬ提出了无奇异性的 ２Ｔ１Ｒ 并联机构的模型ꎮ 吴鑫

等人[９]提出了一种新型 ２Ｔ１Ｒ 并联机构模型ꎬ并对该

机构进行了运动学分析ꎮ 邓嘉鸣等人[１０]提出了一种

无寄生运动非对称空间 ２Ｔ１Ｒ 并联机构模型ꎬ并分析

了其运动学性能ꎮ 沈惠平等人[１１]提出了一种具有解

析式位置正解的 ２Ｔ１Ｒ 的并联机构ꎬ并研究了其运动

学性能ꎮ
已有的上述 ２Ｔ１Ｒ 并联机构大多数耦合度不为

零ꎬ且不具有部分运动解耦的特性ꎬ这使得运动学和动

力学分析等方面较为复杂[１２]ꎬ故均缺乏对所设计机构

动力学的分析ꎮ
机构动力学分析方法中的拉格朗日法[１３] 的特点

是运用能量守衡定律建立动力学方程ꎬ其计算量较大ꎻ
凯恩法[１４]较简单ꎬ但其对于力和力矩的分析比较匮

乏ꎻ牛顿￣欧拉法[１５]易求出约束反力ꎬ但对于构件较多

的机构的分析较复杂ꎮ
笔者运用基于虚功原理的序单开链法[１６] 进行动

力学建模分析ꎬ以子运动链(ｓｕｂ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｃｈａｉｎꎬＳＫＣ)
为基本单元ꎬ这样不仅能求出驱动力ꎬ还能求出其连接

处的支反力ꎬ以便机构结构的强度设计[１７]ꎮ
因此ꎬ笔者提出一种新型运动解耦的 ２Ｔ１Ｒ 并联

机构ꎬ采用基于拓扑特征的运动学建模方法ꎬ对该机构

进行位置分析ꎻ进一步采用基于虚功原理的序单开链

法对该机构进行动力学分析ꎬ为后续机构分析和样机

研发提供基础ꎮ

１　 机构设计和分析

１. １　 机构设计

１. １. １　 机构设计思路

串联、 并 联 机 构 的 方 位 特 征 ( ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ
ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃꎬＰＯＣ)集的计算公式[１８]６￣７表示

如下:

Ｍｂｉ ＝ ∪
ｍ

ｉ
Ｍ ｊｉ (１)

ＭＰａ ＝ ∩
ｖ ＋ １

ｉ
Ｍｂｉ (２)

式中:Ｍ ｊｉ为第 ｉ 个运动副的 ＰＯＣ 集ꎻＭｂｉ为第 ｉ 条支链

末端的 ＰＯＣ 集ꎻＭＰａ为机构动平台的 ＰＯＣ 集ꎮ
一方面ꎬ为设计出所需的 ２Ｔ１Ｒ 并联机构ꎬ需构造

约束度为零ꎬ且含部分驱动副的结构简单、支链干涉少

的混合支链ꎻ另一方面ꎬ笔者设计的 ２Ｔ１Ｒ 并联机构拟

采用两混合支链的结构ꎬ且其末端运动输出至少都须

包含 ２Ｔ１Ｒ 元素ꎬ具体如下ꎮ
１. １. ２　 机构设计过程

２Ｔ１Ｒ 并联机构设计过程如图 １ 所示ꎮ

图 １　 ２Ｔ１Ｒ 并联机构设计过程
Ｆｉｇ. １　 Ｄｅｓｉｇｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ２Ｔ１Ｒ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

１)混合支链Ⅰ的设计

首先ꎬ混合支链Ⅰ的设计如图 １(ａ)所示ꎬ其主要

由一个 ２Ｔ 平面机构串联一个 Ｒ３ 构成ꎮ 其中ꎬ２Ｔ 平面

机构主要由两支链构成ꎬ移动副 Ｐ１ 和转动副 Ｒ１２、Ｒ１１

串联组成子支链 １ꎬ移动副 Ｐ２ 和 ４Ｒ 平行四边形(Ｒａ１

Ｒｂ１Ｒｃ１Ｒｄ１)结构 Ｐａ 串联构成子支链 ２ꎬ且 Ｐ１ 和 Ｐ２ 共线ꎮ
因此ꎬ混合支链Ⅰ记为:ＨＳＯＣ１ { － Ｐ１⊥Ｒ１１‖Ｒ１２⊥Ｒ３ －
Ｐａ － Ｐ２ － }ꎬ符号“‖”、“⊥”分别表示运动副的轴线

平行和垂直ꎮ
为便于表达ꎬ在静平台 ０ 上建立坐标系 ｏ￣ｘｙｚ(其

中ꎬｙ 轴与 Ｐ１ 轴线平行ꎬｚ 轴与静平台 ０ 的法线平行)ꎮ
由式(２)可知ꎬ混合支链Ⅰ输出构件末端 ＰＯＣ 集

为 ２Ｔ１Ｒꎬ即:具有在 ｙｏｚ 平面的二维(２Ｔ)移动以及绕 ｙ
轴的转动ꎮ
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２)混合支链Ⅱ的设计

同样ꎬ混合支链Ⅱ至少应包含两平移一转动元素ꎬ
且必含有一个驱动副ꎮ 笔者拟采用平行四边形结构来

优化机构的承重能力ꎮ 这样ꎬ混合支链Ⅱ由移动副 Ｐ３

和 ４Ｒ(Ｒａ２Ｒｂ２ Ｒｃ２ Ｒｄ２ )平行四边形结构 Ｐ①
ａ 串联构成ꎬ

Ｐ①
ａ 的两短杆上有两轴线平行的转动副 Ｒ４、Ｒ５ꎬ且 Ｒ５

与 Ｒ３ 组成动平台 １ꎬ如图 １(ｂ)所示ꎮ 其拓扑结构等

效记作 ＨＳＯＣ２{ － Ｐ３‖Ｒ４ ( － Ｐ①
ａ )‖Ｒ５ － }ꎮ 由式(１)

可得ꎬ该混合支链Ⅱ的输出运动为 ３Ｔ１Ｒꎬ包含了两个

平移和一个转动元素ꎻ
３)机构设计

笔者将混合支链Ⅰ和Ⅱ并联连接于动平台 １、静
平台 ０ 之间ꎬ且使 Ｐ３‖Ｐ１ꎬ得到所需设计的 ２Ｔ１Ｒ 并联

机构如图 １(ｃ)所示ꎬ其动平台 １ 的 ＰＯＣ 集由式(２)可
表示如下:

ＭＰａ ＝ＭＨＳＯＣ１
∩ＭＨＳＯＣ２

＝

ｔ２(⊥Ｒ１１)

ｒ１(‖Ｒ３)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∩

ｔ３

ｒ１(‖Ｒ５)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｔ２(⊥Ｒ１１)

ｒ１(‖Ｒ３)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(３)

上式表明ꎬ混合支链Ⅱ提供支链Ⅰ中的一维转动ꎬ
支链Ⅰ约束了Ⅱ中的移动ꎮ 因此ꎬ笔者设计的并联机

构仅具有两平移一转动特性ꎮ

１. ２　 机构自由度验证

１)机构的全周自由度

机构全周自由度计算公式[１８]７７￣８０如下:

Ｆ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ － ∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξＬｊ (４)

ξＬｊ ＝ ｄｉｍ. ∩
ｊ

ｉ ＝ １
Ｍｂｉ

( )∪ Ｍｂ( ｊ ＋１){ } (５)

式中:Ｆ 为自由度ꎻｆｉ 为第 ｉ 个运动副的自由度ꎻｍ 为运

动副数ꎻｖ 为独立回路数( ｖ ＝ ｍ － ｎ ＋ １ꎬｎ 为构件数)ꎻ

ξＬｊ为第 ｊ 个独立回路的独立位移方程数ꎻ∩
ｊ

ｉ ＝ １
Ｍｂｉ为前 ｊ

条支链组成子并联机构的 ＰＯＣ 集ꎻＭｂ( ｊ ＋ １)为第 ｊ ＋ １ 条

支链末端构件的 ＰＯＣ 集ꎻ
２)机构的自由度

该机构包含两个独立回路分别为:第 １ 回路为混

合支链Ⅰ中独立位移方程数为 ξＬ１ ＝ ３ 的 ２Ｔ 平面机

构ꎻ第 ２ 回路由上述回路和 Ｒ３、混合支链Ⅱ构成ꎬ可记

为 ＬＯＯＰ２{ － Ｒ３‖Ｒ５‖Ｒ４( － Ｐｂ)‖Ｐ３ － }ꎬ则其独立位

移方程数由式(５)计算可得 ξＬ２ ＝ ４ꎮ
则根据式(４)ꎬ该机构的自由度为:Ｆ ＝ (５ ＋ ５) －

(３ ＋ ４) ＝ ３ꎮ
由上述可知ꎬ该机构自由度为 ３ꎬ驱动副为移动副

Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３ꎮ 当驱动副以相同速度运动时ꎬ机构可完成

ｙ 方向上单向移动ꎻ而以不同速度运动时ꎬ可实现小范

围内的 ２Ｔ１Ｒ 精确移动ꎮ
由此可见ꎬ该机构只包含 ２ 个耦合度为 ０ 的 ＳＫＣꎮ

因此ꎬ可独立求解 ２ 个 ＳＫＣꎬ得到正解ꎮ

２　 机构位置分析

２. １　 运动学建模

机构运动学建模如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 机构运动学建模
Ｆｉｇ. ２　 Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

假设静平台 ０ 的长、宽分别为 ２ａ、２ｂꎬ在其中心 Ｏ
处建立静坐标系 Ｏ￣ｘｙｚꎬｘ、ｙ 轴分别垂直、平行于 Ａ１Ａ２

连线ꎬｚ 轴由右手定则确定ꎮ
同理ꎬ在动平台 １ 的 Ｄ 处建立动坐标系 Ｏ′￣ｘ′ｙ′ｚ′ꎮ

设 ＡｉＢ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３) ＝ ｌ１ꎬＢ ｉＣ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２) ＝ ｌ２ꎬＣ２１Ｃ２２ ＝ ｌ３ꎬ
Ｃ２１Ｃ１ ＝ ｌ４ꎬＤＣ３ (动平台) ＝ ２ｄꎬＣ３Ｂ３ ＝ ｌ５ꎬＢ３１ Ｂ３２ ＝ ｌ６ꎬ
ＤＣ３ 与 ｘ 负半轴夹角为 αꎮ

２. ２　 位置正解分析

位置正解为:已知输入点 Ａｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)的移动位

置 ｙ１、ｙ２、ｙ３ꎬ求动平台 １ 中点 Ｐ(ｘꎬｙꎬｚ)及姿态角 αꎮ
１)第 １ 回路的求解

在静坐标系 Ｏ￣ｘｙｚ 中ꎬ可知点 Ａｉ 和 Ｂ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)
坐标分别为:Ａ１ ＝ (ｂꎬｙ１ꎬ０)、Ａ２ ＝ (ｂꎬｙ２ꎬ０)、Ａ３ ＝ ( － ｂꎬ
ｙ３ꎬ０)、Ｂ１ ＝ (ｂꎬｙ１ꎬｌ１)、Ｂ２ ＝ ( ｂꎬｙ２ꎬｌ１)、Ｂ３ ＝ ( － ｂꎬｙ３ꎬ
ｌ１)ꎮ

由机构约束条件可知 ｙＤ ＝ ｙ ＝ ｙＣ３ꎬ易得:Ｃ１ ＝ (ｂꎬ
ｙ ＋ ｌ４ / ２ꎬｚＤ)ꎬＣ２ ＝ (ｂꎬｙ － ｌ３ / ２ － ｌ４ / ２ꎬｚＤ)ꎮ

又由约束条件 Ｂ１Ｃ１ ＝ Ｂ２Ｃ２ ＝ ｌ２ꎬ可得位置约束方

程组ꎬ其求解结果表示如下:

ｙ ＝
ｙ１ ＋ ｙ２ ＋ ｌ３ / ２

２

ｚＤ ＝ ｌ１ ＋ ｐ ｌ２２ － (ｙ ＋ ｌ４ / ２ － ｙ１) ２ ꎬｐ ＝ ± １

ì

î

í

ïï

ïï
(６)

２)第 ２ 回路的求解

动平台上点 Ｃ３ 的坐标表示为:Ｃ３ ＝ (ｂ － ２ｄｃｏｓαꎬ
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ｙꎬｚＤ ＋ ２ｄｓｉｎα)ꎮ
由约束条件 Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ５ 可得约束条件方程ꎬ经化简

整理ꎬ其结果表示如下:

α ＝ ２ａｒｃｔａｎ
Ｊ１ ＋ ｑ Ｊ２

１ ＋ Ｊ２
２ － Ｊ２

３

Ｊ２ － Ｊ３
ꎬｑ ＝ ± １ (７)

Ｊ１ ＝ ４ｄ( ｚＤ － ｌ１) (８)

Ｊ２ ＝ － ８ｂｄ (９)

Ｊ３ ＝ ４ｂ２ ＋ ４ｄ２ ＋ ( ｚＤ － ｌ１) ２ ＋ (ｙ － ｙ３) ２ － ｌ２５ (１０)

由此可得ꎬ中点 Ｐ 的坐标为 Ｐ ＝ (ｘꎬｙꎬｚ) ＝ (ｂ －
ｄｃｏｓαꎬｙꎬ ｚＤ ＋ ｄｓｉｎα)ꎬ易知该机构具有部分运动解

耦性ꎮ

２. ３　 位置反解分析

位置反解为:已知动平台中点 Ｐ(ｘꎬｙꎬｚ)和姿态角

αꎬ求输入点 Ａｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)的移动位置 ｙ１、ｙ２、ｙ３ꎮ
由式(６)及约束条件 Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ５ 可得结果如下:

ｙ１ ＝ ｙ ＋ ｌ４ / ２ ＋ｍ ｌ２２ －Ｍ２ ꎬｍ ＝ ± １
ｙ２ ＝ ２ｙ － ｙ１ － ｌ３ / ２

ｙ３ ＝ ｙ ＋ ｎ Ａ － Ｂꎬｎ ＝ ± １

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

其中:

Ａ ＝ Ｌ２
５ － ４ｂ２ － ４ｄ２ － ( ｚ － ｄｓｉｎα － ｌ１) ２

Ｂ ＝ Ｊ１ｓｉｎα ＋ Ｊ２ｃｏｓα
{ (１２)

２. ４　 正反解验算

设该机构结构参数(单位:ｍｍ)为:ａ ＝ ３５０ꎬｂ ＝
１５０ꎬｄ ＝ １００ꎬ ｌ１ ＝ ３０ꎬ ｌ２ ＝ ２００ꎬ ｌ３ ＝ １２０ꎬ ｌ４ ＝ １４０ꎬ ｌ５ ＝
３００ꎬｌ６ ＝ １６０ꎮ 笔者取 ３ 个驱动副的位置(单位:ｍｍ)
分别为 ｙ１ ＝ ２７０ꎬｙ２ ＝ － １１０ꎬｙ３ ＝ １６０ꎬ代入式(６) ~ 式

(１０)ꎬ得到动平台中点 Ｐ 的机构位置正解数值ꎬ如表 １
所示ꎮ

表 １　 机构位置正解数值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎ

序号 ｙ / ｍｍ ｚ / ｍｍ α / ｒａｄ

１∗ １１０ ２５４. ０７３ ０. ４７２

２ １１０ １０８. ６３６ － １. ５４６

３ １１０ － ４８. ６３６ １. ５４６

４ １１０ － １３７. ６０８ ０. １１０

　 　 其对应的机构位置正解构型图分别如图 ３ 所示ꎮ
由图 ３ 可知:只有图 ３(ａ)所示构型符合实际ꎬ故

取表 １ 中序号 １∗对应的数据代入式(１１)、式(１２)ꎬ得
到机构驱动的输入参数ꎬ如表 ２ 所示ꎮ

图 ３　 机构位置正解构型图
Ｆｉｇ. ３　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

表 ２　 机构驱动的输入参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｎｐｕｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｄｒｉｖｅ

序号 ｙ１ / ｍｍ ｙ２ / ｍｍ ｙ３ / ｍｍ

１∗ ２７０ － １１０ １５９. ９６７
２ ２７０ － １１０ ６０. ０３２
３ ９０ ７０ １５９. ９６７
４ ９０ ７０ ６０. ０３３

　 　 经笔者验证可知ꎬ机构正反解计算无误ꎮ

３　 可达工作空间

因笔者所述机构具有符号式位置正解ꎬ故笔者采

用基于位置正解的离散化方法[１９]１９８￣２００ 求工作空间ꎮ
该方法求解效率高、结果精确ꎮ 为此ꎬ根据静平台参数

确定驱动副位置的搜索范围(单位:ｍｍ):７０≤ｙ１ ≤
３００ꎬ － ３００≤ｙ２≤ －７０ꎬ － ３００≤ｙ３≤３００ꎮ

笔者采用 ＭＡＴＬＡＢ 计算得到动平台中点的三维

工作空间示意图ꎬ如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 动平台中点的三维工作空间示意图
Ｆｉｇ. ４　 Ｔｈｒｅｅ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｗｏｒｋｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ

ｍｉｄ￣ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｖｉｎｇ ｐｌａｔｆｏｒｍ
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４　 奇异性与速度分析

４. １　 机构奇异性分析方法

笔者采用基于雅可比矩阵的奇异位形分析方

法[１９]１９４￣１９７ꎬ对该机构进行奇异性与速度分析ꎮ

设输出速度Ｘ

＝ [ｙ


ｚ

α

]Ｔꎬ输入速度ρ


＝ [ｙ



１ ｙ


２ ｙ


３]Ｔꎬ
则对机构满足的约束条件 Ｂ１Ｃ１ ＝ Ｂ２Ｃ２ ＝ ｌ２、Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ５ 建

立的约束方程进行全微分ꎬ结果表示如下:

Ｊｏ Ｘ


＝ Ｊｉ ρ


(１３)
其中:

Ｊｏ ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３
ｆ３１ ｆ３２ ｆ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬＪｉ ＝ －

ｇ１１ ０ ０
０ ｇ２２ ０
０ ０ ｇ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬ

ｆ１１ ＝ ｄｆ１ / ｄｙ ＝ ２(ｙ ＋ ｌ４ / ２ － ｙ１)ꎬｆ２１ ＝ ｄｆ２ / ｄｙ ＝ ２(ｙ －
ｌ３ / ２ － ｌ４ / ２ － ｙ２)ꎬ

ｆ３１ ＝ ｄｆ３ / ｄｙ ＝ ２(ｙ － ｙ３)ꎬｆ１２ ＝ ｄｆ１ / ｄｚ ＝ ２( ｚ － ｄｓｉｎα
－ ｌ１)ꎬ

ｆ２２ ＝ ｄｆ２ / ｄｚ ＝ ２( ｚ － ｄｓｉｎα － ｌ１)ꎬｆ３２ ＝ ｄｆ３ / ｄｚ ＝ ２( ｚ ＋
ｄｓｉｎα － ｌ１)ꎬ

ｆ１３ ＝ ｄｆ１ / ｄα ＝２ｄｃｏｓα(ｄｓｉｎα ＋ ｌ１ － ｚ)ꎬｆ２３ ＝ ｄｆ２ / ｄα ＝
－ ２ｄｃｏｓα( ｚ － ｄｓｉｎα － ｌ１)ꎬ

ｆ３３ ＝ ｄｆ３ / ｄα ＝ ４ｄｓｉｎα(２ｂ － ２ｄｃｏｓα) ＋ ２ｄｓｉｎα( ｚ ＋
ｄｓｉｎα － ｌ１)ꎬ

ｇ１１ ＝ ｄｆ１ / ｄｙ１ ＝２(ｙ１ － ｌ４ / ２ － ｙ)ꎬｇ２２ ＝ ｄｆ２ / ｄｙ２ ＝ － ２
(ｙ － ｌ４ / ２ － ｌ３ / ２ － ｙ２)ꎬｇ３３ ＝ ｄｆ３ / ｄｙ３ ＝ －２(ｙ － ｙ３)ꎮ

４. ２　 动平台中点的速度和加速度分析

４. ２. １　 速度和加速度公式与计算

当机构处于非奇异位置ꎬ且 Ｊｏ 可逆时ꎬ由式(１３)
得动平台中点 Ｐ 的速度表示如下:

Ｘ


＝ Ｊ － １
ｏ Ｊｉ ρ


＝ Ｊ ρ


(１４)

对式(１４)进行求导ꎬ得到输入与输出加速度之间

的关系表示如下:

ａ ＝ Ｊ － １
ｏ Ｊｉ ρ


－ Ｊ － １

ｏ Ｋ０ (１５)

Ｋ０ ＝ [Ｋ１ 　 Ｋ２ 　 Ｋ３] Ｔ (１６)

式中:Ｋ０ 为 Ｊｏ 和 Ｊｉ 内各项元素对时间 ｔ 的导数ꎮ
其余杆件的速度和加速度可由刚体的速度(加速

度)合成定律求出ꎬ此处略去推导过程ꎮ
４. ２. ２　 速度和加速度算例验算

机构参数在 ２. ４ 节中已给出ꎮ 若该机构的 ３ 个输

入函数(单位:ｍｍ)分别为 ｙ１ ＝ ４０ｓｉｎ(πｔ) － ２２４. ６４、
ｙ２ ＝ － ２５ｃｏｓ(πｔ) － １２１. ０１、ｙ３ ＝ １５ｓｉｎ(πｔ) ＋ １２０. ２２ꎬ
由 ＭＡＴＬＡＢ 计算式(１４)、式(１５)ꎬ可得到动平台中点

Ｐ 的速度和加速度的理论曲线ꎬ如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 动平台中点速度和加速度的理论曲线
　 Ｆｉｇ. ５　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｍｉｄｐｏｉｎｔ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｖｉｎｇ ｐｌａｔｆｏｒｍ

同时ꎬ笔者运用 ＡＤＡＭＳ 软件建立运动学模型ꎬ并
进行模拟仿真ꎬ得到与理论相差不大的仿真速度和加

速度曲线ꎮ 因此ꎬ运动学模型建立无误ꎮ

４. ３　 奇异性分析

４. ３. １　 输入奇异

当 ｄｅｔ(Ｊｉ) ＝ ０ 时ꎬ发生输入奇异ꎮ ３ 种情况如下:
１)ｇ１１ ＝ ０ꎬ即 ｙＡ１ ＝ ｙＣ１时ꎬ发生输入奇异 １ꎻ
２)ｇ２２ ＝ ０ꎬ即 ｙＡ２ ＝ ｙＣ２时ꎬ发生输入奇异 ２ꎻ
３)ｇ３３ ＝ ０ꎬ即 ｙＡ３ ＝ ｙＣ３ ＝ ｙＰ 时ꎬ发生输入奇异 ３ꎮ
机构的 ３ 种输入奇异位置如图 ６ 所示ꎮ

４. ３. ２　 输出奇异

当 ｄｅｔ(Ｊｏ) ＝ ０ꎬ发生输出奇异ꎬ有 ２ 种情况:
当 ｆ１１ ＝ ｆ２１ꎬ即 ｙ１ － ｙ２ ＝ ｌ３ / ２ ＋ ｌ４ 时ꎬ发生输出奇

异ꎬ此时机构的位置如图 ６(ａ)、图 ６(ｂ)所示ꎻ
当 ｆ１１≠ｆ２１ꎬ且 ｆ２２ ｆ３３ ＝ ｆ３２ ｆ２３时ꎬ有 ２ 种情况如下:
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图 ６　 机构 ３ 种输入奇异位置
Ｆｉｇ. ６　 Ｔｈｒｅｅ ｉｎｐｕｔ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

①当 ｚ ＝ ｄｓｉｎα ＋ ｌ１ꎬ此时 ｆ２２ ｆ３３ ＝ ０ꎬ即 ｚＢ３ ＝ ｚＣ３时发

生输出奇异ꎬ机构输出奇异位置如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 机构输出奇异位置
Ｆｉｇ. ７　 Ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｕｔｐｕｔ

②当 ｚ≠ ｄｓｉｎα ＋ ｌ１ꎬ即 ( ｚ － ｌ１ ) ｃｏｓα ＋ ２ｂｓｉｎα ＝
ｄｓｉｎαｃｏｓα 时ꎬ机构发生输出奇异ꎮ
４. ３. ３　 综合奇异

当 ｄｅｔ(Ｊｏ) ＝ ｄｅｔ(Ｊｉ) ＝ ０ 时ꎬ发生综合奇异ꎮ
经分析ꎬ当 ｙＡ１ ＝ ｙＣ１ꎬ且 ｙＡ２ ＝ ｙＣ２相等时ꎬ发生综合

奇异ꎬ如图 ６(ａ)、图 ６(ｂ)所示ꎮ

５　 动力学分析

５. １　 基于虚功原理的序单开链法基本原理

对一个广义速度为 ｑ′ｆ ＝ [ ｑ′１ꎬｑ′２ꎬꎬｑ′ｆ]的机

械系统ꎬ可分成多个 ＳＫＣꎬ而各 ＳＫＣ 又可分成不同约

束度的单开链(ｓｉｎｇｌｅ ｏｐｅｎｅｄ ｃｈａｉｎꎬＳＯＣ)ꎮ 假定解除

不同 ＳＫＣ 连接处的约束ꎬ则可得到一个新系统ꎮ 这

样ꎬ在被解除约束处形成的支反力就转化为了新系统

的未知外力ꎮ
笔者基于虚功原理建立动力学方程ꎬ求解驱动力ꎮ

５. ２　 受力分析

构件上所受的力主要是重力和惯性力ꎬ且仅受惯

性力矩ꎮ 为了简化计算ꎬ将杆件所受的外力(矩)化简

为对应质心的合力矢量 Ｑꎮ
１)动平台

取 Ｐ 为动平台质心ꎬ则其合力矢量表示如下:

ＱＰ ＝
ＦＰ

ＭＰ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｆｐ ＋ｍＰｇ －ｍＰａ
τＰ － ＩＰε －ω × (ＩＰω)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (１７)

式中:ｆｐ 为动平台所受的外力ꎻτｐ 为动平台所受的外

力矩ꎻｍｐ 为动平台的质量ꎻａ 为动平台的加速度ꎻＩｐ 为

动平台的惯性矩阵ꎻω 为动平台的角速度ꎻε 为动平台

的角加速度ꎮ
２)各驱动副 Ｐ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)
各驱动副 Ｐ ｉ 及连接杆的合力矢量表示如下:

ＱＡｉ ＝
ＦＡｉ

ＭＡｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｆＡｉ ＋ｍＡｉｇ －ｍＡｉａＡｉ

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (１８)

Ｋ ＝ [０　 ０　 ０] Ｔ (１９)
式中:ｆＡｉ为驱动副 Ｐ ｉ 及各自连接杆所受的驱动力ꎻｍＡｉ

为驱动副 Ｐ ｉ 及各自连接杆的质量之和ꎻａＡｉ为驱动副

Ｐ ｉ 及其连接杆的加速度ꎮ
３)平行四边形长杆 Ｂ ｉＣ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)
平行四边形机构的两长杆可等效为两短杆中点连

线的转动杆 Ｂ ｉＣ ｉꎬ则其合力矢量表示如下:

ＱＢｉＣｉ
＝

ＦＢｉＣｉ

ＭＢｉＣｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＢｉＣｉ
ｇ －ｍＢｉＣｉ

ａＢｉＣｉ

－ ＩＢｉＣｉ
εＢｉＣｉ

－ωＢｉＣｉ
× (ＩＢｉＣｉ

ωＢｉＣｉ
)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(２０)
式中:ｍＢｉＣｉ

为杆 Ｂ ｉＣ ｉ 的质量ꎻａＢｉＣｉ
为杆 Ｂ ｉＣ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２)的

加速度ꎻＩＢｉＣｉ
为杆 Ｂ ｉＣ ｉ 的惯性矩阵ꎻωＢｉＣｉ

为杆 Ｂ ｉＣ ｉ 的角

速度ꎻεＢｉＣｉ
为杆 Ｂ ｉＣ ｉ 的角加速度ꎮ

４)转动杆 ＤＣ３、Ｂ３１Ｂ３２

杆 ＤＣ３、Ｂ３１Ｂ３２的合力矢量分别表示如下:

ＱＤＣ３
＝

ＦＤＣ３

ＭＤＣ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＤＣ３
ｇ －ｍＤＣ３

ａＤＣ３

－ ＩＤＣ３
εＤＣ３

－ωＤＣ３
× (ＩＤＣ３

ωＤＣ３
)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(２１)

ＱＢ３１Ｂ３２
＝

ＦＢ３１Ｂ３２

ＭＢ３１Ｂ３２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＢ３１Ｂ３２
ｇ －ｍＢ３１Ｂ３２

ａＢ３１Ｂ３２

－ ＩＢ３１Ｂ３２
εＢ３１Ｂ３２

－ωＢ３１Ｂ３２
× (ＩＢ３１Ｂ３２

ωＢ３１Ｂ３２
)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(２２)

式中:ｍＤＣ３
为杆 ＤＣ３ 的质量ꎻａＤＣ３

为杆 ＤＣ３ 的加速度ꎻ
ＩＤＣ３

为杆 ＤＣ３ 的惯性矩阵ꎻωＤＣ３
为杆 ＤＣ３ 的角速度ꎻ

εＤＣ３
为杆 ＤＣ３ 的角加速度ꎻｍＢ３１Ｃ３２

为杆 Ｂ３１ Ｂ３２ 的质量ꎻ
ａＢ３１Ｃ３２

为杆 Ｂ３１Ｂ３２的加速度ꎻＩＢ３１Ｃ３２
为杆 Ｂ３１Ｂ３２的惯性矩

阵ꎻωＢ３１Ｃ３２
为杆 Ｂ３１Ｂ３２的角速度ꎻεＢ３１Ｃ３２

为杆 Ｂ３１Ｂ３２的角
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加速度ꎮ
５)移动杆 Ｃ３１Ｃ３２、Ｃ１Ｃ２２

杆 Ｃ３１Ｃ３２、Ｃ１Ｃ２２的合力矢量分别表示如下:

ＱＣ３１Ｃ２１
＝

ＦＣ３１Ｃ３２

ＭＣ３１Ｃ３２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＣ３１Ｃ３２
ｇ －ｍＣ３１Ｃ３２

ａＣ３１Ｃ３２

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú(２３)

ＱＣ１Ｃ２２
＝

ＦＣ１Ｃ２２

ＭＣ１Ｃ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＣ１Ｃ２２
ｇ －ｍＣ１Ｃ２２

ａＣ１Ｃ２２

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２４)

式中:ｍＣ３１Ｃ３２
为杆 Ｃ３１Ｃ３２的质量ꎻａＣ３１Ｃ３２

为杆 Ｃ３１Ｃ３２的加

速度ꎻｍＣ１Ｃ２２
为杆 Ｃ１Ｃ２２ 的质量ꎻａＣ１Ｃ２２

为杆 Ｃ１Ｃ２２ 的加

速度ꎮ

５. ３　 动力学方程

对于 ＳＫＣ１ꎬ解除 Ｄ 处的约束ꎬ于是支反力 Ｆ１ 转化

为未知外力ꎬ可得 ＳＫＣ１ 的动力学方程表示如下:
[δｘＢ２Ｃ２

　 δθＢ２Ｃ２
]ＱＢ２Ｃ２

＋ [δｘＣ１Ｃ２２
　 ０]ＱＣ１Ｃ２１

＋
[δｘＢ１Ｃ１

　 δθＢ１Ｃ１
]ＱＢ１Ｃ１

＋ [δｘＡ１ 　 ０]ＱＡ１ ＋
[δｘＡ２ 　 ０]ＱＡ２ － [δｘＤ 　 ０][Ｆ１ 　 ０] Ｔ ＝ ０ (２５)

同理ꎬ可得 ＳＫＣ２ 的动力学方程表示如下:
[δｘＢ３Ｃ３

　 δθＢ３Ｃ３
]ＱＢ３Ｃ３

＋ [δｘＤＣ３
　 δθＤＣ３

]ＱＤＣ３
＋

[δｘＡ３ 　 ０]ＱＡ３ ＋ [δｘＣ３１Ｃ３２
　 ０]ＱＣ３１Ｃ３２

＋
[δｘＢ３１Ｂ３２

　 δθＢ３１Ｂ３２
]ＱＢ３１Ｂ３２

＋ [δｘＰ 　 δθＰ]ＱＰ ＋
[δｘＤ 　 ０][Ｆ１ 　 ０] Ｔ ＝ ０ (２６)

式中:δｘｑꎬδθｑ 为移动虚位移和角度虚位移ꎻｑ 为各杆

件参数标注ꎮ

５. ４　 数值仿真算例

设各构件均为规则、质量均匀的刚体ꎬ各杆件的长

度已在 ２. ４ 节给出ꎬ其质量参数为(单位:ｋｇ):
动平台质量 ｍｐ ＝ ０. ２４２ ４ꎬ其余各杆质量分别为

ｍＡ１Ｂ１
＝ ０. １１４ ４ꎬ ｍＡ２Ｂ２

＝ ０. ２６１ ２ꎬ ｍＡ３Ｂ３
＝ ０. １０４ ４ꎬ

ｍＢ１Ｃ１
＝ｍＢ２Ｃ２ ＝０. ２５１ ０ꎬｍＢ３Ｃ３ ＝０. ３６４ １ꎬｍＣ１Ｃ２２ ＝ ０. ３２６ ３ꎬ

ｍＣ３１Ｃ３２
＝ ０. ２０２ １ꎮ

各杆件转动惯量如表 ３ 所示ꎮ

表 ３　 各杆件转动惯量参数(单位:ｋｇ / ｍｍ２)
　 Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｍｅｍｂｅｒ

(ｕｎｉｔ: ｋｇ / ｍｍ２)

名称 Ｉｘｘ Ｉｙｙ Ｉｚｚ
动平台 ８９. ９１６ ４ ８９. ８６７ ９ ０. ５０４ ２

杆件 Ａ１Ｂ１ ２. ７７６ ５ ２. ００１ ８ １. ５８０ ２
杆件 Ａ２Ｂ２ ３３. ７１８ ７ ３０. ９８８ １ ３. ９１１ ８
杆件 Ａ３Ｂ３ ２. ４４８ ４ １. ９６４ ３ １. １７４ ２

杆件 Ｂ１Ｂ１、Ｂ２Ｂ２ ９６. ２９６ １ ９６. １３０７ ０. ９９３ ０
杆件 Ｂ３Ｂ３ ３０３. ９３３ ３ ３０３. ７６７ ８ １. １９６６
杆件 Ｃ１Ｃ２２ ２１９. ２２９ ６ ２１９. ０６９ ８ ０. ７４５ ７
杆件 Ｃ３１Ｃ３２ ６０. ９４４ ９ ６０. ８３７ ５ ０. ４６５ １

　 　 笔者仅考虑该机构承载 ７ ｋｇ 载荷的情况ꎬ且驱动

副的运动规律与 ２. ４ 节相同ꎮ
首先ꎬ通过 ＭＡＴＬＡＢ 计算式(２５)、式(２６)ꎬ得出

理论曲线ꎻ进一步ꎬ在 ＡＤＡＭＳ 软件中ꎬ导入仿真模型

如图 ３(ａ)所示ꎬ并设定各构件的必要属性和约束关

系ꎬ施加重力 ｇꎬ设步长为 ０. ０１ ｓꎬ仿真时间为 ５ ｓꎬ得出

仿真曲线ꎮ
２Ｔ１Ｒ 并联机构驱动力曲线如图 ８ 所示ꎮ

图 ８　 ２Ｔ１Ｒ 并联机构驱动力曲线
Ｆｉｇ. ８　 Ｄｒｉｖｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ２Ｔ１Ｒ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

由图 ８ 可知:该并联机构的驱动力理论与仿真曲

线轨迹大致相同(相对误差 ２％ 以内)ꎬ可知动力学模

型建立无误ꎮ

６　 结束语

针对工业生产中既需要小范围精确作业ꎬ又需要

大范围单向操作的双重需求问题ꎬ笔者设计了一种新

型 ２Ｔ１Ｒ 并联机构ꎬ并对其进行了运动学位置分析和

动力学分析ꎬ计算得出了该机构的工作空间、奇异性、
速度加速度以及 ３ 个驱动副所需要的驱动力ꎮ

研究结果表明:
１)该机构耦合度为零ꎬ具有符号式位置正解ꎬ且

部分运动解耦ꎬ有利于机构后续的运动轨迹规划和控

制的研究ꎻ
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２)部分工作空间具有各向同性ꎬ机构具有良好操

作性能ꎬ可满足小范围精确作业和大范围长距离的操

作要求ꎻ
３)通过虚拟仿真ꎬ验证了笔者研究中机构的理论速

度、加速度以及动力学模型的正确性(相对误差 ２％以

内)ꎮ 同时ꎬ根据驱动力曲线分析可知ꎬ机构运动平稳ꎮ
后续ꎬ笔者将进一步研究机构动力学的惯性力全

域性等指标ꎬ为研制样机提供技术参考ꎮ
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