
第 ４０ 卷第 ８ 期

２０２３ 年 ８ 月
机　 　 电　 　 工　 　 程

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｖｏｌ. ４０ Ｎｏ. ８
Ａｕｇ. ２０２３

收稿日期:２０２３ － ０２ － ０３

基金项目:国家自然科学基金资助项目(５１９７５０６２)

作者简介:杜中秋(１９９６ － )ꎬ男ꎬ江苏宿迁人ꎬ硕士研究生ꎬ主要从事并联机器人方面的研究ꎮ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｄｕｚｑ１０２８＠ １６３. ｃｏｍ

通信联系人:沈惠平ꎬ男ꎬ博士ꎬ教授ꎬ博士生导师ꎮ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｓｈｐ６５＠ １２６. ｃｏｍ

ＤＯＩ:１０. ３９６９ / ｊ. ｉｓｓｎ. １００１ － ４５５１. ２０２３. ０８. ０１２

一种位置正解符号化且运动部分解耦的新型 ２Ｔ１Ｒ
并联机构动力学分析∗

杜中秋１ꎬ沈惠平１∗ꎬ李　 菊１ꎬ李　 涛１ꎬ吴广磊２

(１.常州大学 现代机构学研究中心ꎬ江苏 常州 ２１３１６４ꎻ２.大连理工大学 机械工程学院ꎬ辽宁 大连 １１６０２４)

摘要:三自由度并联机构具有结构简单、造价低、运动控制方便ꎬ以及刚度高、承载能力大等特点ꎬ目前在工业生产等设备中得到了

广泛应用ꎬ而其中具有移动和转动混合运动的 ２Ｔ１Ｒ并联机构具有更高的研究价值ꎮ 为了研发和推广 ２Ｔ１Ｒ并联机构ꎬ提出了一种

零耦合度且运动部分解耦的空间 ２Ｔ１Ｒ并联机构ꎮ 首先ꎬ对该机构的位置正反解进行了分析ꎬ并求解了各构件速度与输入速度之间

的关系矩阵ꎻ然后ꎬ运用基于虚功原理的序单开链法ꎬ按照机构拓扑结构分解的顺序ꎬ分别建立了各子运动链(ＳＫＣ)的动力学模型ꎬ
从而得到了整个机构的逆向动力学模型ꎻ最后ꎬ对建立的动力学模型进行了算例研究ꎬ得到了机构的驱动力和 ２ 个 ＳＫＣ连接处的支

反力ꎬ并将其与基于 ＡＤＡＭＳ的虚拟仿真结果进行了对比ꎮ 研究结果表明:该 ２Ｔ１Ｒ 并联机构具有部分运动解耦的优点ꎬ且通过仿

真对比验证了所建立的逆向动力学模型的有效性和正确性ꎬ可为其结构设计和样机研制奠定基础ꎮ
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０　 引　 言

因其具有结构简单、造价低、运动控制方便ꎬ以及

刚度高、承载能力大等特点ꎬ目前ꎬ三自由度的并联机

构在工业生产抓取、定位操作、娱乐、调姿等设备中得

到了广泛应用[１￣２]ꎮ 而其中具有移动和转动混合运动

的 ２Ｔ１Ｒ 并联机构具有更高的研究价值[３]５￣６ꎮ 不少学

者对该类型并联机构进行了相关的拓扑学和运动学研

究[４￣６]ꎮ 因为动力学是机构学研究的重要组成部分ꎬ
所以对机构进行动态分析和高精度实时控制至关

重要[７]１￣２ꎬ[８]ꎮ
目前ꎬ常用的动力学建模方法主要有[８]１￣２:拉格朗

日(Ｌａｇｒａｎｇｅ)法、牛顿￣欧拉(Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ)法、虚功原

理、凯恩(Ｋａｎｅ)法等ꎮ
基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程ꎬ白志富等人[９]建立了一种三

自由度的并联机构的动力学模型ꎬ计算推导出了驱动

力的显示解ꎮ 同样基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程ꎬ陈修龙等人[１０]

建立了 ４￣ＵＰＳ￣ＲＰＵ ４ 自由度冗余驱动并联机构的动力

学模型ꎮ 郝秀清等人[１１]运用 Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ 法ꎬ分析了

并联机构各构件的受力情况ꎬ推导出了 ３ＰＴＴ 并联机

构的动力学方程ꎮ 李永刚等人[１２] 采用 Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ
法ꎬ建立了 ３￣ＲＰＳ机构的刚体动力学方程ꎬ并预设了机

构动平台的轨迹ꎬ且在施加载荷的情况下ꎬ计算了并联

机构的驱动力ꎮ 赵晓东等人[１３]将达朗伯原理与虚功

原理相结合ꎬ建立了 ３￣ＲＰＵＲ并联机构的动力学模型ꎮ
宋小科等人[１４]运用虚功原理ꎬ建立了含约束支链的

４ＰＵＳ￣１ＲＰＵ并联机构的动力学模型ꎮ 李新友等人[１５]

采用 Ｋａｎｅ 法ꎬ建立了 ３ＵＰＳ / Ｓ 并联机构的动力学模

型ꎬ并分析了机构动平台的动力学特性ꎮ 赵学洋等

人[１６]分析了运动平台和各个驱动杆件的速度、加速度

之间的关系ꎬ并且采用 Ｋａｎｅ 法ꎬ建立了 ３￣ＴＰＴ 并联机

构的动力学模型ꎮ
在上述动力学建模方法中:１) Ｌａｇｒａｎｇｅ 法主要是

从动能和势能角度建立动力学模型ꎬ因此ꎬ对于多构件

系统的应用而言ꎬ该方法计算量大ꎬ且无法计算关节处

的支反力ꎻ２) Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ 法通过单独分析各构件受

力ꎬ建立动力学模型ꎬ该方法建模思路清晰ꎬ同样对于

多构件系统的应用ꎬ该方法计算量也很大ꎻ３)虚功原

理是针对整个系统虚位移做功ꎬ建立动力学模型ꎬ该方

法只需计算各构件速度雅可比矩阵及作用力ꎬ具有简

单、高效的特点ꎬ但其无法计算主要关节处的支反力ꎻ
４)Ｋａｎｅ法在建立动力学模型时ꎬ需要计算偏速度和偏

角速度ꎬ其优点是公式简洁ꎬ无需计算加速度ꎬ同时适

用于非完整约束系统ꎬ但其无法计算关节处的支反力ꎮ

杨廷力[１７]１９７提出了基于虚功原理的力分析序单

开链法ꎬ以子运动链(ＳＫＣ)为基本单元ꎬ其一方面具有

传统虚功原理计算简单的优点ꎻ另一面也可计算 ＳＫＣ
连接处的支反力ꎬ这对机械结构的强度计算及其设计

至关重要ꎮ 黄凯伟等人[１８]设计了一种部分解耦且具

有位置符号解的 ２Ｔ１Ｒ并联机构ꎬ并利用序单开链法ꎬ
建立了并联机构的逆向动力学模型ꎮ ＳＨＥＮ Ｈ Ｐ 等

人[１９]设计了一类具有解耦运动和符号式位置正解的

２Ｔ１Ｒ并联机构ꎬ并利用序单开链法ꎬ分析了优化支链

布置对机构动力学的影响ꎮ 针对一种零耦合度的

２Ｔ１Ｒ并联机构ꎬ汤耀等人[２０]用序单开链法ꎬ研究了选

用不同广义坐标系对动力学建模的影响ꎮ
笔者提出一种零耦合度、位置正解符号化ꎬ且部分

运动解耦的 ２Ｔ１Ｒ并联机构ꎬ利用序单开链法(基于虚

功原理)建立其动力学模型ꎬ计算各构件的速度雅可

比矩阵ꎬ建立逆向动力学模型ꎻ同时ꎬ计算 ２ 个 ＳＫＣ 处

的部分支反力ꎬ以期为该机构的样机研制及动力学优

化奠定基础ꎮ

１　 ２Ｔ１Ｒ 并联机构的设计

根据基于方位特征 ( ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔ￣
ｅｒｉｓｔｉｃꎬ ＰＯＣ)方程的并联机构拓扑设计方法ꎬ笔者设

计了一种新型零耦合度 ２Ｔ１Ｒ 并联机构[２１]ꎬ如图 １
所示ꎮ

图 １　 ２Ｔ１Ｒ 并联机构简图

该并联机构由 ２ 条混合支链组成ꎬ其中ꎬ混合支链

Ｉ中ꎬ由{ － Ｐ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３‖Ｒ１４ － }与{ － Ｐ２ １⊥Ｒ２ ２‖
Ｒ２ ３ － }并联后再串联一个 Ｒ２４组成ꎻ混合支链‖中ꎬ由
Ｐ３１副与 ４Ｒ 平行四边形结构 Ｐａ 与{ － Ｒ３３‖Ｒ３４ － }子链

串联而成ꎬ而 Ｒ２４ 和 Ｒ３４ 连接动平台 １ 的两侧ꎬ且
Ｒ２４‖Ｒ３４ꎮ

由拓扑分析易知ꎬ该机构的动平台 １ 可以产生

２Ｔ１Ｒ的运动输出ꎻ同时ꎬ该机构包含 ２ 个子运动链

ＳＫＣꎬ即 Ｐ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３‖Ｒ１４⊥Ｒ２３‖Ｒ２２⊥Ｐ２１ꎻＰ３１ － Ｐａ －
Ｒ３ ３‖Ｒ３ ４ꎬ且根据文献[３]中耦合度计算公式ꎬ经计算
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表明:其耦合度 κ ＝ ０ꎬ该机构的运动学位置容易求解ꎬ
易得到符号式位置正解ꎮ

２　 运动学建模分析

２. １　 位置分析

机构的运动学建模如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 运动学建模

位置正解为:已知驱动副 Ｐ１１、Ｐ２１、Ｐ３１ꎬ输入量 ｙ１、
ｙ２、ｙ３ꎬ求动平台 １ 位置 ｏ(ｘꎬｙꎬｚ)及姿态角 βꎮ

设静平台两侧导轨之间的距离为 ２ａꎬ静坐标系原

点位于两导轨中心线上的一个定点ꎮ 同时ꎬ设 ＡｉＢ ｉ ＝
ｌ１ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬＢ１Ｃ１ ＝ Ｃ１Ｄ ＝ ｌ２ꎬＤＥ ＝ ＥＣ２ ＝ ｌ３ꎬＢ２Ｃ２ ＝ ｌ４ꎬ
Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ５ꎬＣ３Ｆ ＝ ｌ６ꎬＥＦ ＝ ｌ７ꎬ动平台的姿态角为 βꎮ

机构的位置正解可分别在 ＳＫＣ１ 和 ＳＫＣ２ 中进行

求解ꎮ
１)ＳＫＣ１ 中的位置正解

易知:Ａ１ ＝ (ａꎬｙ１ꎬ０)ꎬＡ２ ＝ (ａꎬｙ２ꎬ０)ꎬＢ１ ＝ (ａꎬｙ１ꎬ
ｌ１)ꎬＢ２ ＝ (ａꎬｙ２ꎬｌ２)ꎬＤ ＝ ( ａꎬｙ１ꎬｚ)ꎬＣ２ ＝ ( ａꎬｙ１ ＋ ２ｌ３ꎬ
ｚ)ꎬＥ ＝ ｏ ＝ (ａꎬｙ１ ＋ ｌ３ꎬｚ)ꎮ

由杆长约束条件 Ｂ２Ｃ２ ＝ ｌ４ꎬ可得:

ｚ ＝ ｌ１ ± ｌ２４ － (ｙ１ ＋ ２ｌ３ － ｙ２) ２ (１)
２)ＳＫＣ２ 中的位置正解

易知:Ａ３ ＝ ( － ａꎬｙ３ꎬ０)ꎬＢ３ ＝ ( － ａꎬｙ３ꎬｌ１)ꎮ
由题设可知ꎬ两侧移动副导轨之间的距离为 ２ａꎬ

将该机构中的 Ｅ￣Ｆ￣Ｃ３ 向 ｘｏｚ 面投影ꎬ如图 ２(ｂ)所示ꎮ
显然ꎬ可以知道:

Ｆ ＝ (ａ － ｌ７ｃｏｓβꎬｙ１ ＋ ｌ３ꎬｚ ＋ ｌ７ｓｉｎβ)ꎻ

Ｃ３ ＝ ( － ａꎬｙ１ ＋ ｌ３ꎬｚｃ３)ꎮ
由杆长约束条件 Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ５ꎬ可得:

ｚｃ３ ＝ ｌ１ ± ｌ２５ － (ｙ１ ＋ ｌ３ － ｙ３) ２ (２)
又根据杆长约束条件 Ｃ３Ｆ ＝ ｌ６ꎬ可得:

β ＝ ２ａｒｃｔａｎ Ａ ± Ａ２ ＋ Ｂ２ － Ｃ２
Ｂ ＋ Ｃ (３)

其中:Ａ ＝２(ｚ － ｚｃ３)ｌ７ꎬＢ ＝ －４ａｌ７ꎬＣ ＝ ｌ２６ － ４ａ２ － ｌ２７ －
(ｚ － ｚｃ３)２ꎮ

至此ꎬ动平台 １ 位置 ｏ(ｘꎬｙꎬｚ)及姿态角 β 均已解

出ꎬ如下:
ｘ ＝ ａ
ｙ ＝ ｙ１ ＋ ｌ３

ｚ ＝ ｌ１ ± ｌ２４ － (ｙ１ ＋ ２ｌ３ － ｙ２) ２

β ＝ ２ａｒｃｔａｎ Ａ ± Ａ２ ＋ Ｂ２ － Ｃ２
Ｂ ＋ Ｃ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(４)

由式(４)易知:该 ２Ｔ１Ｒ机构不仅有符号式位置正

解ꎬ而且具有部分运动解耦性ꎬ即输出端点的 ｙ 值仅由

输入量 ｙ１ 决定ꎬｚ 值仅由 ｙ１ 和 ｙ２ 决定ꎬβ 由 ｙ１、ｙ２、ｙ３
共同确定ꎬ因此ꎬ机构的实时控制和运动轨迹规划较为

容易ꎮ
机构的位置逆解可分别通过拓扑分析和杆长约束

Ｂ３Ｃ３ ＝ ｌ５ꎻＣ３Ｆ ＝ ｌ６ 解得ꎬ故这里不再赘述ꎮ

２. ２　 速度与加速度分析

２. ２. １　 动平台上基点 Ｅ 的速度与加速度分析

设 机 构 动 平 台 基 点 Ｅ 的 输 出 速 度 ｖ ＝

[ ｙ ｚ β
 ]Ｔꎬ 驱 动 副 的 输 入 速 度 ρ ＝ ｙ ＝

[ｙ１
 ｙ２

 ｙ３
 ] Ｔꎬ则对混合支链Ⅰ满足杆长约束 ＤＥ ＝

ｌ３ꎬＢ２Ｃ２ ＝ ｌ４ 和混合支链‖满足杆长约束 Ｃ３Ｆ ＝ ｌ６ 的位

置方程全微分后可表示为:
Ｊｏｖ ＝ － Ｊｉ ρ

 (５)
其中:

Ｊｏ ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３
ｆ３１ ｆ３２ ｆ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬＪｉ ＝ －

ｇ１１ ０ ０
０ ｇ２２ ０
０ ０ ｇ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻ

ｆ１１ ＝
∂ｆ１
∂ｙ ＝ － ２(ｙ１ － ｙ)ꎬｆ１２ ＝

∂ｆ１
∂ｚ ＝ ０ꎬ ｆ１３ ＝

∂ｆ１
∂β ＝ ０ꎻ

ｆ２１ ＝
∂ｆ２
∂ｙ ＝ － ２(ｙ２ － ｙ － ｌ３)ꎬｆ２２ ＝

∂ｆ２
∂ｚ ＝ － ２( ｌ１ － ｚ)ꎬｆ２３ ＝

∂ｆ２
∂β ＝ ０ꎻ ｆ３１ ＝

∂ｆ３
∂ｙ ＝

２(ｚｃ３ － ｚＦ)(ｙ３ － ｙ)
ｌ２５ － (ｙ － ｙ３)２

ꎬ ｆ３３ ＝
∂ｆ３
∂β ＝

－２ｌ７ｓｉｎβ( －２ａ ＋ ｌ７ｃｏｓβ) － ２ｌ７ｃｏｓβ( ｚｃ３ － ｚＦ)ꎬｆ３２ ＝
∂ｆ３
∂ｚ ＝
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－ ２( ｚｃ３ － ｚＦ)ꎻｇ１１ ＝
∂ｆ１
∂ｙ１
＝ ２(ｙ１ － ｙ)ꎬｇ２２ ＝

∂ｆ２
∂ｙ２
＝ ２(ｙ２ －

ｙ － ｌ３)ꎬｇ３３ ＝
∂ｆ３
∂ｙ３
＝
２(ｚｃ３ － ｚＦ)(ｙ － ｙ３)

ｌ２５ － (ｙ － ｙ３)２
ꎮ

机构非奇异时ꎬＪｏ 可逆ꎬ由式(５)可得:

ｖ ＝ Ｊ － １ｏ Ｊｉ ρ
 ＝ Ｊ ρ (６)

对式(６)中时间 ｔ 求导可得:
ｖ ＝ Ｊ － １ｏ Ｊｉ ρ － Ｊ － １ｏ [Ｋ０] (７)

其中:Ｋ１ ＝
ｄｆ１１
ｄｔ
ｄｙ
ｄｔ ＋
ｄｆ１２
ｄｔ
ｄｚ
ｄｔ ＋

ｄｆ１３
ｄｔ
ｄβ
ｄｔ －

ｄｇ１１
ｄｔ
ｄｙ１
ｄｔ ꎬＫ２ ＝

ｄｆ２１
ｄｔ
ｄｙ
ｄｔ ＋
ｄｆ２２
ｄｔ
ｄｚ
ｄｔ ＋
ｄｆ２３
ｄｔ
ｄβ
ｄｔ －
ｄｇ２２
ｄｔ
ｄｙ２
ｄｔ ꎬＫ３ ＝

ｄｆ３１
ｄｔ
ｄｙ
ｄｔ ＋
ｄｆ３２
ｄｔ
ｄｚ
ｄｔ ＋

ｄｆ３３
ｄｔ
ｄβ
ｄｔ －
ｄｇ３３
ｄｔ
ｄｙ３
ｄｔ ꎮ

为了便于后续计算ꎬ需要将动平台 １ 基点 Ｅ 的速

度矩阵分解为平移速度矩阵和转动速度矩阵ꎬ即:
Ｘ ＝Ｇ１Ｊ ρ ＝ Ｊｘ ρ

 (８)

α ＝Ｇ２Ｊ ρ ＝ Ｊｗ ρ (９)

其中:Ｇ１ ＝
０ ０ ０
１ ０ ０
０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬＧ２ ＝

０ ０ ０
０ ０ １
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎮ

２. ２. ２　 各杆件的速度和加速度

１)杆件 ＡｉＢ ｉ 的速度与加速度

点 Ｂ ｉ 的速度为:
ＶＢｉ
＝ ＶＡｉ ＋ωｉ × ( ｌｉＣＡｉＢｉ

) (１０)
式中:ＶＡｉ为移动副 Ｐ ｉ１ 的线速度ꎻωｉ 为杆 ＡｉＢ ｉ 的角速

度ꎻＣＡｉＢｉ
为杆 ＡｉＢ ｉ 的单位矢量ꎻ因驱动杆 ＡｉＢ ｉ 仅存在

移动ꎬ故 ωｉ ＝ ０ꎮ
将式(１０)两边对时间 ｔ 求导可得:

ａＢｉ
＝ ａＡｉ (１１)

式中:ａＡｉ为移动驱动副 Ｐ ｉ１ 的加速度ꎮ
于是ꎬ杆件 ＡｉＢ ｉ ＝ ｌ１ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ质心的速度和加速

度分别为:
ＶＡｉＢｉ

＝ ＶＢｉ
＝ ＶＡｉꎬａＡｉＢｉ

＝ ａＢｉ
＝ ａＡｉ (１２)

２)杆件 Ｂ１Ｃ１ 的速度与加速度

点 Ｃ１ 的速度为:
ＶＣ１ ＝ ＶＢ１ ＋ωＣ１Ｂ１ × ( ｌ２ＣＢ１Ｃ１) (１３)

两边叉乘 ＣＢ１Ｃ１得:

ωＣ１Ｂ１ ＝
ＣＢ１Ｃ１ × (ＶＣ１ － ＶＢ１)

ｌ２
＝
Ｃ
~

Ｂ１Ｃ１(ＶＣ１ － ＶＢ１)
ｌ２

(１４)

式中:ＣＢ１Ｃ１为杆件 Ｂ１Ｃ１ 的单位矢量ꎻＣ
~

Ｂ１Ｃ１为 ＣＢ１Ｃ１的斜

对称矩阵ꎮ

将式(１３)两边对时间 ｔ 求导ꎬ可得:
ａＣ１ ＝ ａＢ１ ＋ ｌ２εＣ１Ｂ１ × ＣＢ１Ｃ１ ＋ ｌ２ωＣ１Ｂ１ × (ωＣ１Ｂ１ × ＣＢ１Ｃ１)

(１５)
对式(１５)两边叉乘 ＣＢ１Ｃ１ꎬ得杆件 Ｂ１Ｃ１ 的角加速

度为:

εＣ１Ｂ１ ＝
Ｃ
~

Ｂ１Ｃ１(ａＣ１ － ａＢ１)
ｌ２

(１６)

由式(１３)和式(１５)可知ꎬ杆 Ｂ１Ｃ１ 质心的速度和

加速度分别为:

ＶＢ１Ｃ１ ＝
１
２ (ＶＢ１ ＋ ＶＣ１)ꎬａＢ１Ｃ１ ＝

１
２ (ａＢ１ ＋ ａＣ１) (１７)

３)杆 Ｃ１Ｄ 的速度与加速度

点 Ｄ 的速度为:
ＶＤ ＝ ＶＣ１ ＋ωＤＣ１ × ( ｌ２ＣＣ１Ｄ) (１８)

两边叉乘 ＣＣ１Ｄ得:

ωＤＣ１ ＝
ＣＣ１Ｄ × (ＶＤ － ＶＣ１)

ｌ２
＝
Ｃ
~

Ｃ１Ｄ(ＶＤ － ＶＣ１)
ｌ２

(１９)

式中:ＣＣ１Ｄ为杆件 Ｃ１Ｄ 的单位矢量ꎻＣ
~

Ｃ１Ｄ为 ＣＣ１Ｄ的斜对

称矩阵ꎮ
将式(１８)两边对时间 ｔ 求导ꎬ可得:
ａＤ ＝ ａＣ１ ＋ ｌ２εＤＣ１ × ＣＣ１Ｄ ＋ ｌ２ωＤＣ１ × (ωＤＣ１ × ＣＣ１Ｄ)

(２０)
对式(２０)两边叉乘 ＣＣ１Ｄꎬ得杆件 Ｃ１Ｄ 的角加速

度为:

εＤＣ１ ＝
Ｃ
~

Ｃ１Ｄ(ａＤ － ａＣ１)
ｌ２

(２１)

由式(１８)和式(２０)可知ꎬ杆 Ｃ１Ｄ 质心的速度和加

速度分别为:

ＶＣ１Ｄ ＝
１
２ (ＶＣ１ ＋ ＶＤ)ꎬａＣ１Ｄ ＝

１
２ (ａＣ１ ＋ ａＤ) (２２)

４)杆 Ｂ２Ｃ２ 的速度与加速度

点 Ｃ２ 的速度为:
ＶＣ２ ＝ ＶＢ２ ＋ωＣ２Ｂ２ × ( ｌ４ＣＢ２Ｃ２) (２３)

两边叉乘 ＣＢ２Ｃ２得:

ωＣ２Ｂ２ ＝
ＣＢ２Ｃ２ × (ＶＣ２ － ＶＢ２)

ｌ４
＝
Ｃ
~

Ｂ２Ｃ２(ＶＣ２ － ＶＢ２)
ｌ４

(２４)

式中:ＣＢ２Ｃ２为杆件 Ｂ２Ｃ２ 的单位矢量ꎻＣ
~

Ｂ２Ｃ２为 ＣＢ２Ｃ２的斜

对称矩阵ꎮ
将式(２３)两边对时间 ｔ 求导ꎬ可得:
ａＣ２ ＝ ａＢ２ ＋ ｌ４εＣ２Ｂ２ × ＣＣ２Ｂ２ ＋ ｌ４ωＣ２Ｂ２ × (ωＣ２Ｂ２ ×

ＣＢ２Ｃ２) (２５)
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对式(２５)两边叉乘 ＣＢ２Ｃ２ꎬ得杆件 Ｂ２Ｃ２ 的角加速

度为:

εＣ２Ｂ２ ＝
Ｃ
~

Ｂ２Ｃ２(ａＣ２ － ａＢ２)
ｌ４

(２６)

由式(２３)和式(２５)可知ꎬ杆 Ｂ２Ｃ２ 质心的速度和

加速度分别为:

ＶＢ２Ｃ２ ＝
１
２ (ＶＢ２ ＋ ＶＣ２)ꎬａＢ２Ｃ２ ＝

１
２ (ａＢ２ ＋ ａＣ２) (２７)

５)杆 ＤＣ２ 的速度与加速度

因杆 ＤＣ２ 只在 ｙｏｚ 面做二维移动ꎬ故 ＶＤ ＝ ＶＥ ＝
ＶＣ２ꎬａＤ ＝ ａＥ ＝ ａＣ２ꎮ

杆 ＤＥ 质心的速度和加速度分别为:

ＶＤＣ２ ＝
１
２ (ＶＤ ＋ ＶＥ)ꎬａＤＣ２ ＝

１
２ (ａＤ ＋ ａＥ) (２８)

６)平行四边形构件中各杆的速度和加速度

笔者将平行四边形构件中的两长杆运动等效为杆

件 Ｂ３Ｃ３ꎬ然后进行分析ꎬ可知 Ｃ３ 点的速度为:
ＶＣ３ ＝ ＶＢ３ ＋ωＣ３Ｂ３ × ( ｌ５ＣＢ３Ｃ３) (２９)

两边叉乘 ＣＢ３Ｃ３得:

ωＣ３Ｂ３ ＝
ＣＢ３Ｃ３ × (ＶＣ３ － ＶＢ３)

ｌ５
＝
Ｃ
~

Ｂ３Ｃ３(ＶＣ３ － ＶＢ３)
ｌ５

(３０)

式中:ＣＢ３Ｃ３为杆件 Ｂ３Ｃ３ 的单位矢量ꎻＣ
~

Ｂ３Ｃ３为 ＣＢ３Ｃ３的斜

对称矩阵ꎮ
将式(２９)两边对时间 ｔ 求导ꎬ可得:

ａＣ３ ＝ ａＢ３ ＋ ｌ５εＣ３Ｂ３ × ＣＣ３Ｂ３ ＋ ｌ５ωＣ３Ｂ３ × (ωＣ３Ｂ３ × ＣＢ３Ｃ３)

(３１)
对式(３１)两边叉乘 ＣＢ３Ｃ３ꎬ得杆件 Ｂ３Ｃ３ 的角加速

度为:

εＣ３Ｂ３ ＝
Ｃ
~

Ｂ３Ｃ３(ａＣ３ － ａＢ３)
ｌ５

(３２)

由式(２９)和式(３１)可知ꎬ杆 Ｂ３Ｃ３ 质心的速度和

加速度分别为:

ＶＢ３Ｃ３ ＝
１
２ (ＶＢ３ ＋ ＶＣ３)ꎬａＢ３Ｃ３ ＝

１
２ (ａＢ３ ＋ ａＣ３) (３３)

平行四边形短杆的质心速度和加速度分别和点

Ｃ３ 对应的速度和加速度相等ꎮ
７)杆 Ｃ３Ｆ 的速度和加速度

点 Ｆ 的速度为:
ＶＦ ＝ ＶＣ３ ＋ωＦＣ３ × ( ｌ６ＣＣ３Ｆ) (３４)

两边叉乘 ＣＣ３Ｆ得:

ωＦＣ３ ＝
ＣＣ３Ｆ × (ＶＦ － ＶＣ３)

ｌ６
＝
Ｃ
~

Ｃ３Ｆ(ＶＦ － ＶＣ３)
ｌ６

(３５)

式中:ＣＣ３Ｆ为杆件 Ｃ３Ｆ 的单位矢量ꎻＣ
~

Ｃ３Ｆ为 ＣＣ３Ｆ的斜对

称矩阵ꎮ
将式(３４)两边对时间 ｔ 求导ꎬ可得:
ａＦ ＝ ａＣ３ ＋ ｌ６εＦＣ３ × ＣＣ３Ｆ ＋ ｌ６ωＦＣ３ × (ωＦＣ３ × ＣＣ３Ｆ)

(３６)
对式(３６)两边叉乘 ＣＣ３Ｆꎬ得杆件 Ｃ３Ｆ 的角加速

度为:

εＦＣ３ ＝
Ｃ
~

Ｃ３Ｆ(ａＦ － ａＣ３)
ｌ６

(３７)

由式(３４)和式(３６)可知ꎬ杆 Ｃ３Ｆ 质心的速度和加

速度分别为:

ＶＣ３Ｆ ＝
１
２ (ＶＦ ＋ ＶＣ３)ꎬａＣ３Ｆ ＝

１
２ (ａＦ ＋ ａＣ３) (３８)

８)动平台 １ 质心的速度和加速度

动平台 １ 的速度和加速度为:

ＶＥＦ ＝
１
２ (ＶＥ ＋ ＶＦ)ꎬａＥＦ ＝

１
２ (ａＥ ＋ ａＦ) (３９)

动平台 １ 的角速度和角加速度为:

ωＦＥ ＝
Ｃ
~

ＥＦ(ＶＦ － ＶＥ)
ｌ７

ꎬεＦＥ ＝
Ｃ
~

ＥＦ(ａＦ － ａＥ)
ｌ７

(４０)

２. ２. ３　 速度雅可比矩阵

机构中各运动副连接处的速度和加速度ꎬ均可由

运动学各点的坐标分别对时间 ｔ 求导数得到ꎮ
１)杆件 ＡｉＢ ｉ ＝ ｌ１ 的速度雅可比矩阵

杆件 ＡｉＢ ｉ ＝ ｌ１ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ分别为驱动杆ꎬ且为移动

驱动ꎬ因此有:
ＶＡｉ ＝ ＶＢｉ

＝ ＪｖＡｉＢｉ
ρ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３) (４１)

其 中: ＪｖＡ１Ｂ１ ＝
０ ０ ０
１ ０ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ ＪｖＡ２Ｂ２ ＝

０ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ

ＪｖＡ３Ｂ３ ＝
０ ０ ０
０ ０ １
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎮ

２)平行四边形结构中杆件的速度雅可比矩阵

由式(３０)和式(３３)可知:

ωＣ３Ｂ３ ＝
Ｃ
~

Ｂ３Ｃ３(ＶＣ３ － ＶＢ３)
ｌ５

＝
Ｃ
~

Ｂ３Ｃ３

ｌ５
(ＪｖＣ３ － ＪｖＡ３Ｂ３)ρ

 ＝

ＪｗＣ３Ｂ３ρ
 (４２)

ＶＢ３Ｃ３ ＝
１
２ (ＶＢ３ ＋ ＶＣ３) ＝

１
２ (ＪｖＡ３Ｂ３ ＋ ＪｖＣ３)ρ

 ＝ ＪｖＢ３Ｃ３ρ


(４３)
３)杆件 Ｃ３Ｆ 的速度雅可比矩阵

点 Ｃ３、Ｆ 的速度分别为:ｖＣ３ ＝ ＪｖＣ３ ρ
ꎬｖＦ ＝ ＧＦＪ ρ ＝
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ＪｖＦρ
ꎮ

其中:ＧＦ ＝
０ ０ ｌ７ｓｉｎβ
１ ０ ０
０ １ ｌ７ｃｏｓβ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬＪｖＣ３ ＝

０ ０ ０
１ ０ ０
Ｑ１ １ Ｑ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ

Ｑ１ ＝
ｙ３ － ｙ

ｌ２５ － (ｙ － ｙ３) ２
ꎬＱ２ ＝

ｙ － ｙ３
ｌ２５ － (ｙ － ｙ３) ２

ꎮ

因此有:

ωＦＣ３ ＝
Ｃ
~

Ｃ３Ｆ

ｌ６
(ＶＦ － ＶＣ３) ＝

Ｃ
~

Ｃ３Ｆ

ｌ６
(ＪｖＦ － ＪｖＣ３)ρ

 ＝ ＪｗＦＣ３ρ


(４４)

ＶＣ３Ｆ ＝
１
２ (ＶＦ ＋ ＶＣ３) ＝

１
２ (ＪｖＦ ＋ ＪｖＣ３)ρ

 ＝ ＪｖＣ３Ｆρ


(４５)
４)动平台 １ 的速度雅可比矩阵

由式(３９)和式(４０)可知:

ωＦＥ ＝
Ｃ
~

ＥＦ(ＶＦ － ＶＥ)
ｌ７

＝
Ｃ
~

ＥＦ

ｌ７
(ＪｖＦ － Ｊｘ)ρ

 ＝ ＪｗＦＥ
ρ

(４６)

ＶＥＦ ＝
１
２ ＶＥ ＋ ＶＦ( ) ＝ １２ Ｊｘ ＋ ＪｖＦ( )ρ (４７)

５)杆件 Ｂ１Ｃ１ 的速度雅可比矩阵

点 Ｃ１ 的速度为:ｖＣ１ ＝ＧＣ１Ｊ ρ ＝ ＪｖＣ１ρ
ꎮ

其中:ＧＣ１ ＝
０ Ｑ３ ０
１ ０ ０
０ １ / ２ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ

Ｑ３ ＝
－ ( ｚＥ － ｌ１) / ２

２ ｌ２２ － ( ｚＥ － ｌ１) ２ / ４
ꎮ

由式(１４)和式(１７)可知:

ωＣ１Ｂ１ ＝
Ｃ
~

Ｂ１Ｃ１(ＶＣ１ － ＶＢ１)
ｌ２

＝
Ｃ
~

Ｂ１Ｃ１

ｌ２
(ＪｖＣ１ － ＪｖＡ１Ｂ１) ρ

 ＝

ＪｗＣ１Ｂ１ρ
 (４８)

ＶＢ１Ｃ１ ＝
１
２ (ＶＢ１ ＋ ＶＣ１) ＝

１
２ (ＪｖＡ１Ｂ１ ＋ ＪｖＣ１)ρ

 ＝ ＪｖＢ１Ｃ１ρ


(４９)
６)杆件 Ｃ１Ｄ 的速度雅可比矩阵

点 Ｄ 的速度为:ｖＤ ＝ Ｊｘ ρ
ꎮ

由式(１９)和式(２２)可知:

ωＤＣ１ ＝
Ｃ
~

Ｃ１Ｄ(ＶＤ － ＶＣ１)
ｌ２

＝
Ｃ
~

Ｃ１Ｄ

ｌ２
(Ｊｘ － ＪｖＣ１)ρ

 ＝ ＪｗＤＣ１ρ


(５０)

ＶＣ１Ｄ ＝
１
２ (ＶＣ１ ＋ ＶＤ) ＝

１
２ (ＪｖＣ１ ＋ Ｊｘ)ρ

 ＝ ＪｖＣ１Ｄρ


(５１)

７)杆件 Ｂ２Ｃ２ 的速度雅可比矩阵

点 Ｃ２ 的速度为 ｖＣ２ ＝ Ｊｘ ρ
ꎮ

由式(２４)和式(２７)可知:

ωＣ２Ｂ２ ＝
Ｃ
~

Ｂ２Ｃ２(ＶＣ２ － ＶＢ２)
ｌ４

＝
Ｃ
~

Ｂ２Ｃ２

ｌ４
( Ｊｘ － ＪｖＡ２Ｂ２ ) ρ

 ＝

ＪｗＣ２Ｂ２ρ
 (５２)

ＶＢ２Ｃ２ ＝
１
２ (ＶＢ２ ＋ ＶＣ２) ＝

１
２ (ＪｖＡ２Ｂ２ ＋ Ｊｘ)ρ

 ＝ ＪｖＢ２Ｃ２ρ


(５３)

３　 机构的动力学建模

３. １　 基于虚功原理的序单开链法

对自由度为 ｆ、广义速度为ｑ( ｆ) ＝ [ ｑ

１ꎬｑ

２ꎬꎬｑ


ｆ] Ｔ

的机械系统ꎬ基于单开链( ｓｉｎｇｌｅ ｏｐｅｎ ｃｈａｉｎꎬ ＳＯＣ)的
机构组成原理[１７]１９７ꎬ是将其分成若干个子运动链

(ＳＫＣ)ꎬ而每一个子运动链又可拓扑分解为若干个单

开链 ＳＯＣ(Δ ＋ｊ )ꎬＳＯＣ(Δ０ｊ )ꎬＳＯＣ(Δ －ｊ )ꎻ假定解除原系

统若干个运动副的 ｋ 个约束后ꎬ解除的运动副支反力

将转化为作用在新系统构件上的未知外力ꎮ 相对应新

系统增加的广义速度记作 ｑ(ｋ) ＝ [ ｑ

( ｆ ＋ １)ꎬ ｑ


( ｆ ＋ ２)ꎬꎬ

ｑ( ｆ ＋ ｋ)] Ｔꎮ
笔者按照上述拓扑结构分解的逆序ꎬ对各单开链

进行动力学分析ꎮ 由单开链之间的约束关系和虚功原

理可知:在理想约束下ꎬ外力(矩)和惯性力(矩)在机

械系统的任何虚位移上的元功之和等于零[１７]１９９ꎬ即可

建立各 ＳＫＣ的动力学分析方程ꎮ

３. ２　 受力分析

由拓扑分析可知ꎬ该并联机构由 ２ 个耦合度均为

０ 的子运动链(ＳＫＣ)组成ꎬ故可分别在 ＳＫＣ１、ＳＫＣ２ 内

对各杆件进行受力分析ꎮ
３. ２. １　 ＳＫＣ２ 内各构件受力分析

１)动平台

取动平台的质心为 ｐ 点ꎬ则:

Ｑｐ ＝
Ｆｐ

Ｍｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｆｐ ＋ｍｐｇ －ｍｐａ１
τｐ － Ｉｐε１ －ω１ × (Ｉｐω１)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (５４)

式中:ｆｐꎬτｐ 为动平台所受的外力和外力矩ꎻｍｐ 为动平

台的质量ꎻｇ 为重力加速度ꎻω１ꎬε１ 为动平台 １ 的角速

度和角加速度ꎻＩｐ 为坐标系 Ｏ￣ＸＹＺ 下动平台 １ 的惯量

矩阵ꎻＦｐꎬＭｐ 为动平台所受的力和力矩ꎮ 以下公式

(５５) ~式(６３)中字符含义类似ꎮ
２)移动滑块 Ａ３Ｂ３
ＱＡ３Ｂ３表达式为:
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ＱＡ３Ｂ３ ＝
ＦＡ３Ｂ３

ＭＡ３Ｂ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｆＡ３Ｂ３ ＋ｍＡ３Ｂ３ｇ －ｍＡ３Ｂ３ａＡ３

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (５５)

式中:ｍＡ３Ｂ３为滑块 Ａ３Ｂ３ 的质量ꎻｆＡ３Ｂ３为滑块 Ａ３Ｂ３ 上的

驱动力ꎮ
其中:Ｋ ＝ [０ ０ ０] Ｔꎮ
３)转动杆 Ｂ３Ｃ３
在平行四边形结构中ꎬ其短杆输出为一维平移ꎬ故

其两长杆具有相同的速度ꎮ 因此ꎬ需要将两长杆等效

为一个转动杆 Ｂ３Ｃ３ꎬ即:

ＱＢ３Ｃ３ ＝ [
ＦＢ３Ｃ３

ＭＢ３Ｃ３

] ＝
ｍＢ３Ｃ３ｇ －ｍＢ３Ｃ３ａＢ３Ｃ３

－ ＩＢ３Ｃ３εＣ３Ｂ３ －ωＣ３Ｂ３ × (ＩＢ３Ｃ３ωＣ３Ｂ３)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(５６)
式中:ｍＢ３Ｃ３为杆 Ｂ３Ｃ３ 的质量ꎻＩＢ３Ｃ３为坐标系 Ｏ￣ＸＹＺ 下

杆 Ｂ３Ｃ３ 的惯量矩阵ꎮ
４)平行四边形短杆

由于平行四边形的短杆只产生平行移动ꎬ故有:

ＱＲｃＲｄ
＝

ＦＲｃＲｄ

ＭＲｃＲｄ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＲｃＲｄ
ｇ －ｍＲｃＲｄ

ａＣ３

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (５７)

式中:ｍＲｃＲｄ
为平行四边形短杆 ＲｃＲｄ的总质量ꎮ

５)转动杆 Ｃ３Ｆ
ＱＣ３Ｆ表达式为:

ＱＣ３Ｆ ＝
ＦＣ３Ｆ

ＭＣ３Ｆ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＣ３Ｆｇ －ｍＣ３Ｆａｕ４

－ ＩＣ３ＦεＦＣ３ －ωＦＣ３ × (ＩＣ３ＦωＦＣ３)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(５８)
式中:ｍＣ３Ｆ为杆 Ｃ３Ｆ 的质量ꎻＩＣ３Ｆ为坐标系 Ｏ￣ＸＹＺ 下杆

Ｃ３Ｆ 的惯量矩阵ꎮ
３. ２. ２　 ＳＫＣ１ 内各杆件受力分析

１)杆件 ＤＣ２
由于杆件 ＤＥ、ＥＣ２ 均在 ＹＯＺ 面运动ꎬ且两杆同轴

线ꎬ不发生相对转动ꎬ故这里将杆件 ＤＥ 和杆件 ＥＣ２ 视
为同一杆件 ＤＣ２:

ＱＤＣ２ ＝
ＦＤＣ２

ＭＤＣ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＤＣ２ｇ －ｍＤＣ２ａＤＣ２

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (５９)

式中:ｍＤＣ２为杆件 ＤＥ 和杆件 ＥＣ２ 的总质量ꎮ
２)驱动滑块 ＡｉＢ ｉ

ＱＣ３Ｆ表达式为:

ＱＡｉＢｉ
＝

ＦＡｉＢｉ

ＭＡｉＢｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｆＡｉＢｉ
＋ｍＡｉＢｉ

ｇ －ｍＡｉＢｉ
ａＡｉ

Ｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬｉ ＝ １ꎬ２

(６０)
式中:ｍＡｉＢｉ

为滑块 ＡｉＢ ｉ 的质量ꎻｆＡｉＢｉ
为滑块 ＡｉＢ ｉ 上的驱

动力ꎮ

３)杆件 Ｂ１Ｃ１
ＱＢ１Ｃ１表达式为:

ＱＢ１Ｃ１ ＝
ＦＢ１Ｃ１

ＭＢ１Ｃ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＢ１Ｃ１ｇ －ｍＢ１Ｃ１ａＢ１Ｃ１

－ ＩＢ１Ｃ１εＣ１Ｂ１ －ωＣ１Ｂ１ × (ＩＢ１Ｃ１ωＣ１Ｂ１)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(６１)
式中:ｍＢ１Ｃ１为杆 Ｂ１Ｃ１ 的质量ꎻＩＢ１Ｃ１为坐标系 Ｏ￣ＸＹＺ 下

杆 Ｂ１Ｃ１ 的惯量矩阵ꎮ
４)杆件 Ｃ１Ｄ
ＱＣ１Ｄ表达式为:

ＱＣ１Ｄ ＝
ＦＣ１Ｄ

ＭＣ１Ｄ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＣ１Ｄｇ －ｍＣ１ＤａＣ１Ｄ

－ ＩＣ１ＤεＤＣ１ －ωＤＣ１ × (ＩＣ１ＤωＤＣ１)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(６２)
式中:ｍＣ１Ｄ为杆 Ｄ１Ｃ１ 的质量ꎻＩＣ１Ｄ为坐标系 Ｏ￣ＸＹＺ 下

杆 Ｃ１Ｄ 的惯量矩阵ꎮ
５)转动杆 Ｂ２Ｃ２
ＱＢ２Ｃ２表达式为:

ＱＢ２Ｃ２ ＝
ＦＢ２Ｃ２

ＭＢ２Ｃ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｍＢ２Ｃ２ｇ －ｍＢ２Ｃ２ａＢ２Ｃ２

－ ＩＢ２Ｃ２εＣ２Ｂ２ －ωＣ２Ｂ２ × (ＩＢ２Ｃ２ωＣ２Ｂ２)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(６３)
式中:ｍＢ２Ｃ２为杆 Ｂ２Ｃ２ 的质量ꎻＩＢ２Ｃ２为坐标系 Ｏ￣ＸＹＺ 下

杆 Ｂ２Ｃ２ 的惯量矩阵ꎮ

３. ３　 动力学方程的建立

笔者解除运动副 Ｒ２４的约束ꎬ即 Ｅ 处的约束ꎬ得到

ＳＫＣ１、ＳＫＣ２ꎬ２ 个子系统ꎬ于是ꎬ支反力 ＦＥ转化为作用

在 ２ 个子系统构件上的未知外力ꎮ 笔者根据序单开链

法(基于虚功原理)ꎬ分别在 ＳＫＣ１、ＳＫＣ２ 中建立其动力

学方程ꎮ
ＳＫＣ２ 的动力学方程为:

[δＸＡ３Ｂ３０ ] ＱＡ３Ｂ３ ＋ [ δＸＢ３Ｃ３δθＢ３Ｃ３ ] ＱＢ３Ｃ３ ＋ [ δＸＣ３ＦδθＣ３Ｆ ] ＱＣ３Ｆ ＋

[δＸｐδθｐ ]Ｑｐ － [δＸＤＣ２０ ][ＦＥ０ ] Ｔ ＝ ０ (６４)

而 ＳＫＣ１ 的动力学方程为:

[δＸＡ１Ｂ１０ ]ＱＡ１Ｂ１ ＋ [ δＸＡ２Ｂ２０ ]ＱＡ２Ｂ２ ＋ [ δＸＢ１Ｃ１δθＢ１Ｃ１ ] ＱＢ１Ｃ１ ＋

[δＸＣ１ＤδθＣ１Ｄ ]ＱＣ１Ｄ ＋ [δＸＢ２Ｃ２δθＢ２Ｃ２ ]ＱＢ２Ｃ２ ＋ [δＸＤＣ２０ ][ＦＥ０ ] Ｔ ＝ ０

(６５)
其中:δＸＡｉＢｉ

＝ ＪｖＡｉＢｉ
δｑ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎬδＸＣ３Ｆ ＝ ＪｖＣ３Ｆ δｑꎬ

δＸＢｉＣｉ
＝ ＪｖＢｉＣｉ

δｑ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎬδＸｐ ＝ Ｊｖｐ δｑꎬδＸＤＣ２ ＝ Ｊｘδｑꎬ
δＸＣ１Ｄ ＝ ＪｖＣ１ＤδｑꎬδθＣ３Ｆ ＝ ＪｗＦＣ３δｑꎬδθＢｉＣｉ

＝ ＪｗＣｉＢｉ
δｑ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ

３)ꎬδθｐ ＝ ＪｗｐδｑꎬδθＣ１Ｄ ＝ ＪｗＤＣ１δｑꎮ
式中:δＸꎬδθ 为为移动虚位移和角度虚位移ꎻＦＥ为 Ｅ 处

支反力ꎮ
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将式(１６) ~式(４７)代入式(４８) ~式(５６)ꎬ即可

求出驱动力 ｆＡｉＢｉ
( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)以及 ＳＫＣ连接副 Ｅ 处的支

反力 ＦＥꎮ

３. ４　 驱动力计算实例

３. ４. １　 杆件参数

笔者设计的 ２Ｔ１Ｒ 机构具有以下特点:１)耦合度

为零ꎻ２)具有符号式位置正解ꎻ３)有部分运动解耦性ꎮ
因此ꎬ上述机构具有潜在工程应用价值ꎮ 例如:在物流

分拣应用领域ꎬ可以利用该机构两平移的运动特性实

现 ＹＯＺ 面上物品的长距离运输ꎻ同时ꎬ当物品到达特

定地点时ꎬ再利用其一转动的特性ꎬ进行物品的装卸ꎮ
基于上述假设的应用场景ꎬ笔者对该并联机构结

构参数进行初步设计:ａ ＝ ３００ ｍｍꎬ ｌ１ ＝ １００ ｍｍꎬ ｌ２ ＝
２００ ｍｍꎬｌ３ ＝ １６０ ｍｍꎬｌ４ ＝ ４００ ｍｍꎬｌ５ ＝ ３２０ ｍｍꎬｌ６ ＝ ２４０
ｍｍꎬｌ７ ＝ ５００ ｍｍꎮ

假设取 ３ 个驱动副 Ｐ１１、Ｐ２１、Ｐ３１的输入函数分别

为:ｙ１ ＝ ２０ｓｉｎ(πｔ)ꎬｙ２ ＝ － １０ｓｉｎ(πｔ)ꎬｙ３ ＝ ２０ｓｉｎ(πｔ)ꎮ
机构中各杆件的质量分别为:ｍＡｉＢｉ ＝ ０. ０７２ ８ ｋｇꎬ

ｍＡ３Ｂ３ ＝ ０. １２４ １ ｋｇꎬｍＢ１Ｃ１ ＝ ０. ０７６ ４ ｋｇꎬｍＣ１Ｄ ＝ ０. ０７６ ３
ｋｇꎬｍＢ２Ｃ２ ＝０. １３９ ４ ｋｇꎬｍＤＣ２ ＝ ０. ０９４ ７ ｋｇꎬｍＢ３Ｃ３ ＝ ０. １１４ １
ｋｇꎬｍＲｃＲｄ ＝０. ０５１ ２ ｋｇꎬｍＣ３Ｆ ＝０. ０８９ ０ ｋｇꎬｍＥＦ ＝０. ６５９ ０ ｋｇꎮ

各杆件的转动惯量如表 １ 所示ꎮ
表 １　 各杆件的转动惯量参数 (单位:ｋｇ / ｍ２)

名称 Ｉｘｘ Ｉｙｙ Ｉｚｚ
动平台 １ ０. １７４ ７ ０. １８０ ４ ０. ０１８ ９
杆件 Ｂ１Ｃ１ ０. ００７ ３ ０. ０１２ ６ ０. ０１４ ４
杆件 Ｃ１Ｄ ０. ０１４ ０ ０. ０１９ ２ ０. ０１４ ４
杆件 Ｂ２Ｃ２ ０. ０１６ ９ ０. ０２３ ８ ０. ０１８ ３
杆件 Ｂ３Ｃ３ ０. ０１４ ３ ０. ０１７ ５ ０. ０１７ ４
杆件 Ｃ３Ｆ ０. ０２１ １ ０. ０２５ ７ ０. ００５ ９

３. ４. ２　 驱动力求解

笔者将以上参数代入动力学方程式 (５４) ~ 式

(６５)ꎬ在负载为 ３ ｋｇ 状态下ꎬ运用 ＭＡＴＬＡＢ 计算(忽
略摩擦时)该机构的驱动力ꎻ同时ꎬ将虚拟样机导入

ＡＤＡＭＳ中进行仿真(运动仿真时间为 ５ ｓ)ꎮ
驱动力曲线如图 ３ 所示ꎮ
对比图 ３ ( ａꎬ ｂ)可知:驱动力理论计算曲线与

ＡＤＡＭＳ仿真曲线基本一致ꎬ仅存在细微差距ꎬ故可证

明笔者所建立的动力学模型是正确的ꎮ
当解除点 Ｅ 处的约束时ꎬ支反力 ＦＥ转化为未知外

力ꎬ根据式(６４)可得点 Ｅ 处的 Ｙ、Ｚ 方向的支反力变化

曲线ꎬ如图 ４ 所示ꎮ
同理ꎬ对比 Ｅ 点处的理论计算值与 ＡＤＡＭＳ 仿真

值ꎬ发现两者一致ꎬ误差很微小ꎬ故可证明 Ｅ 点处支反

图 ３　 驱动力曲线

图 ４　 Ｅ 点处支反力曲线

力计算是正确的ꎮ
笔者设计的 ２Ｔ１Ｒ 机构ꎬ其结构上由 ２ 个耦合度
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均为零的 ＳＫＣ组成ꎬ而动力学建模也是基于 ＳＫＣ拓扑

分解顺序进行的ꎬ故得到了 ２ 个独立的动力学方程式

(６４)、式(６５)ꎮ
从动力学方程式可以发现ꎬ式中包含了 Ｅ 点处的

支反力ꎬ且可以通过两式之和建立整个系统的动力学

方程ꎮ

４　 结束语

三自由度并联机构具有结构简单、造价低、运动控

制方便、承载能力大等优点ꎬ目前得到了广泛应用ꎬ而
其中具有移动和转动混合运动的 ２Ｔ１Ｒ 并联机构则有

更高的研究价值ꎮ 为了研发和推广 ２Ｔ１Ｒ 并联机构ꎬ
笔者提出了一种新型 ２Ｔ１Ｒ 并联机构ꎬ并对其进行了

运动学位置分析和动力学分析ꎬ计算得到了 ３ 个驱动

副的驱动力和子运动链连接处的支反力ꎮ
研究结果表明:
１)所设计的 ２Ｔ１Ｒ并联机构ꎬ其耦合度为零ꎬ具有

符号式位置正解ꎬ且具有运动解耦性ꎬ这些特性有利于

对机构进行实时控制和运动轨迹规划ꎻ
２)基于位置分析方法ꎬ对机构进行了速度加速度

分析ꎬ得到了各杆件的速度雅可比矩阵ꎻ
３)根据基于虚功原理的序单开链法ꎬ按照机构拓

扑分解的顺序ꎬ分别建立了 ２ 个 ＳＫＣ 的动力学模型ꎮ
当机构在负载为 ３ ｋｇ状态下时ꎬ根据所建立的动力学

模型ꎬ得到了所需的驱动力ꎬ及其 ２ 个 ＳＫＣ 连接处的

支反力ꎬ并利用 ＡＤＡＭＳ 软件对建立的虚拟样机进行

了仿真ꎬ证明了该动力学模型的正确性ꎮ
笔者采用序单开链法(基于虚功原理)ꎬ对所设计

的机构进行了动力学建模ꎬ其建模过程没有考虑运动

副的间隙、摩擦等因素的影响ꎮ 因此ꎬ在后续的研究工

作中ꎬ将进一步研究该类因素造成的误差ꎬ为样机的研

制与应用提供技术参考ꎮ

参考文献(Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ):
[１]　 沈惠平ꎬ周金波ꎬ尤晶晶ꎬ等. 具有解析式位置正解的

２Ｔ１Ｒ并联机构运动性能分析[ Ｊ]. 农业机械学报ꎬ２０２０ꎬ
５１(１):３９８￣４０９.

[２]　 ＳＨＥＮ Ｈꎬ ＣＨＡＢＬＡＴ Ｄꎬ ＺＥＮＧ Ｂꎬ ｅｔ ａｌ. Ａ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌ
ｔｈｒｅｅ￣ｄｅｇｒｅｅｓ￣ｏｆ￣ｆｒｅｅｄｏｍ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ
ｍｏｔｉｏｎ ｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃ ｄｉｒｅｃｔ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ[Ｊ]. Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ａｎｄ Ｒｏｂｏｔｉｃｓꎬ２０２０ꎬ１２(２):１￣７.

[３]　 沈惠平.机器人机构拓扑特征运动学[Ｍ].北京:高等教
育出版社ꎬ２０２１.

[４]　 ＹＡＮＧ Ｔｉｎｇ￣ｌｉꎬ ＬＩＵ Ａｎ￣ｘｉｎꎬ ＳＨＥＮ Ｈｕｉ￣ｐｉｎｇꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｔｏｐｏｌｏｇｙ Ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ Ｒｏｂｏｔ Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ[Ｍ]. Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ２０１８.

[５]　 ＱＵ Ｓｈｕ￣ｗｅｉꎬ ＬＩ￣Ｒｕｉ￣ｑｉｎꎬ ＢＡＩ Ｓｈａｏ￣ｐｉｎｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｙｐｅ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｏｆ ２Ｔ１Ｒ ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｌｉｅ ｇｒｏｕｐｓ ａｎｄ ｓｃｒｅｗ ｔｈｅｏｒｙ[ Ｊ]. Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１７ꎬ２０１７(７):１￣１１.

[６]　 ＢＩＮＧ Ｌꎬ ＹＵＡＮ Ｃꎬ ＤＥＮＧ Ｚꎬ ｅｔ ａｌ. Ｃｏｎｃｅｐｔｕａｌ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｔ１Ｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｆｏｒ ａ ｃｏｏｋｉｎｇ ｒｏｂｏｔ [ Ｊ].
Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ＆ Ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２０１１ꎬ５９(２):７４￣８３.

[７]　 沈惠平ꎬ朱忠颀ꎬ孟庆梅ꎬ等.零耦合度空间 ２Ｔ１Ｒ 并联机
构运动学与刚度建模分析[ Ｊ]. 农业机械学报ꎬ２０２０ꎬ５１
(１０):４１１￣４２０.

[８]　 周金波ꎬ尤晶晶ꎬ李 　 菊ꎬ等. 具有符号式位置正解的
２Ｔ１Ｒ并联机构逆向动力学分析[ Ｊ]. 机械设计与研究ꎬ
２０２０ꎬ３６(３):２３￣２９.

[９]　 白志富ꎬ韩先国ꎬ陈五一.基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程三自由度并
联机构动力学研究[Ｊ].北京航空航天大学学报ꎬ２００４ꎬ３０
(１):５１￣５４.

[１０]　 陈修龙ꎬ孙德才ꎬ王　 清.基于拉格朗日的冗余驱动并联
机构刚体动力学建模 [ Ｊ]. 农业机械学报ꎬ２０１５ꎬ４６
(１２):３２９￣３３６.

[１１]　 郝秀清ꎬ胡福生ꎬ陈建涛.基于牛顿—欧拉法的 ３ＰＴＴ 并
联机构动力学分析及仿真[ Ｊ]. 中国机械工程ꎬ２００６ꎬ１７
(Ｓ２):３２￣３６.

[１２]　 李永刚ꎬ宋轶民ꎬ冯志友ꎬ等. 基于牛顿欧拉法的 ３￣ＲＰＳ
并联机构逆动力学分析[ Ｊ]. 航空学报ꎬ２００７ꎬ２８ (５):
１２１０￣１２１５.

[１３]　 赵晓东ꎬ丁文华ꎬ李仕华ꎬ等. 新型 ３￣ＲＰＵＲ 并联机构的
逆动力学分析 [ Ｊ]. 机械设计与研究ꎬ２００９ꎬ２５ (５):
１７￣１９.

[１４]　 宋小科ꎬ杨晓钧.基于虚功原理的 ４ＰＵＳ￣１ＲＰＵ并联机构
动力学分析[Ｊ].组合机床与自动化加工技术ꎬ２０１２ꎬ５２
(６):２５￣３０.

[１５]　 李新友ꎬ陈五一ꎬ韩先国.基于 Ｋａｎｅ方程的 ３ＵＰＳ / Ｓ并联
机构动力学研究[Ｊ].机床与液压ꎬ２０１１ꎬ３９(１３):１￣５.

[１６]　 赵学洋ꎬ赵恒华ꎬ杨世彬ꎬ等.基于 Ｋａｎｅ方程的 ３￣ＴＰＴ并
联机构动力学研究[Ｊ].机械传动ꎬ２０１６ꎬ４０(１):３６￣３９.

[１７]　 杨廷力. 机械系统基本理论￣结构学、运动学、动力学
[Ｍ].北京:机械工业出版社ꎬ１９９６.

[１８]　 黄凯伟ꎬ沈惠平ꎬ李　 菊ꎬ等.一种具有部分运动解耦和
符号式位置正解的空间 ２Ｔ１Ｒ 并联机构拓扑设计与动
力学建模[Ｊ].中国机械工程ꎬ２０２２ꎬ３３(２):１６０￣１６９.

[１９]　 ＳＨＥＮ Ｈ Ｐꎬ ＴＡＮＧ Ｙꎬ ＷＵ Ｇ Ｌꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｔｗｏ￣ｌｉｍｂ ｎｏｎ￣ｐａｒａｓｉｔｉｃ ２Ｔ１Ｒ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ ｍｏｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｙｍｂｏｌｉｃ ｆｏｒｗａｒｄ
ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ￣ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｏｐｔｉｍａｌ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ｌｉｍｂｓ
ｏｎｔｏ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓꎬ ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ[Ｊ]. Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙꎬ２０２２ꎬ１７２(６):１０４８１５.

[２０]　 汤　 耀ꎬ沈惠平ꎬ曾博雄ꎬ等.一种零耦合度及部分运动
解耦的空间 ２Ｔ１Ｒ 并联机构动力学建模[ Ｊ]. 常州大学
学报:自然科学版ꎬ２０２２ꎬ３４(１):４８￣５９.

[２１]　 沈惠平ꎬ李　 菊ꎬ汤　 耀.一特征链一约束链大转角零耦
合度两平移一转动操作手:ＣＮ２０２１１０１７３８６６. ２ [ Ｐ].
２０２１￣０８￣３１.

本文引用格式:

杜中秋ꎬ沈惠平ꎬ李　 菊ꎬ等.一种位置正解符号化且运动部分解耦的新型 ２Ｔ１Ｒ并联机构动力学分析[Ｊ] .机电工程ꎬ２０２３ꎬ４０(８):１２３１ － １２３９.

ＤＵ Ｚｈｏｎｇ￣ｑｉｕꎬ ＳＨＥＮ Ｈｕｉ￣ｐｉｎｇꎬ ＬＩ Ｊｕꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｎｅｗ ２Ｔ１Ｒ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ ｓｙｍｂｏｌｉｃ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｍｏｔｉｏｎ

ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０２３ꎬ４０(８):１２３１ － １２３９. «机电工程»杂志:ｈｔｔｐ: / / ｗｗｗ. ｍｅｅｍ. ｃｏｍ. ｃｎ

９３２１第 ８ 期 杜中秋ꎬ等:一种位置正解符号化且运动部分解耦的新型 ２Ｔ１Ｒ并联机构动力学分析




