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复频超声加工中的非线性特征研究∗
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摘要:在复频超声加工过程中ꎬ自由质量块由于多次随机碰撞会产生复杂的非线性运动ꎬ针对这一问题ꎬ在分析了自由质量块运动

特性的前提下ꎬ建立了其振动系统的时域离散动态映射状态矩阵ꎬ求得了振动过程的吸引子或吸引盆ꎮ 根据初始状态参数和动力

学参数ꎬ采用面向集合的数值计算方法(ＧＡＩＯ)ꎬ求出了自由质量块的位移函数曲线和速度函数曲线ꎻ分别取不同的细分次数 ｎ ＝ ８ꎬ
１６ꎬ２４ꎬ对自由质量块的位移函数曲线进行了对比分析ꎬ将通过高速摄像机拍摄的自由质量块的非线性运动结果和 ＧＡＩＯ 计算的非

线性运动结果进行了对比分析ꎮ 研究结果表明:在不同细分次数的比较过程中ꎬ在准确性上ꎬ细分次数 ｎ ＝ １６ 时绘制的位移函数曲

线优于 ｎ ＝ ８ 时绘制的曲线ꎬ在计算时间上要少于 ｎ ＝ ２４ꎻ高速摄像机拍到的实验结果与 ＧＡＩＯ 算法下的计算结果的相对误差均在

５％以内ꎬ证明了 ＧＡＩＯ 算法的优越性ꎮ
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０　 引　 言

近年来ꎬ随着经济的快速发展ꎬ各个行业对新型材

料的需求也越来越大ꎮ 因为其优异的性能ꎬ所以新型

材料(例如工程陶瓷等)在高精尖领域扮演着越来越

重要的角色[１]ꎮ
因为其脆硬的特性ꎬ所以工程陶瓷在加工过程中

经常会发生崩边问题ꎬ加大了工程陶瓷材料加工时的



难度[２]ꎮ
传统的机械加工[３]、激光加工[４]、电火花加工[５]、

超声加工[６]等等方法都可以对工程陶瓷进行加工ꎮ 而

其中ꎬ超声加工是利用超声波特性对材料的表面进行高

频冲击加工的一种加工方法ꎮ 传统的超声加工采用单

一的振动方式ꎬ其产生的振幅小ꎬ加工效率也不高ꎮ
复频超声加工是指在原有超声加工过程中ꎬ在变

幅杆和钻头之间加入了一自由质量块ꎬ自由质量块产

生的低频大振幅振动和超声波发生器产生的高频小振

幅振动使钻杆产生复频冲击ꎬ将其施加在材料的表面ꎬ
以此来达到高效去除材料的目的ꎮ

方桂飞等人[７ꎬ８] 建立了自由质量块的数学模型ꎬ
设计并加工了一套复频超声加工装置ꎬ并采用该复频

超声加工装置ꎬ对陶瓷材料进行了加工实验研究ꎮ 胡

叶妮等人[９] 分析了不同自由质量块对复频超声加工

效率的影响ꎮ 霍瑞超等人[１０] 主要对超高导热陶瓷基

板复频超声加工方法进行了研究ꎬ建立了“刚柔并济”
的复频超声加工试验系统ꎮ 在复频超声加工实验过程

中ꎬ存在复频超声加工单元发热、自由质量块变形以及

钻杆更换不便等问题ꎮ
目前ꎬ国内的学者对复频超声加工进行了很多研

究ꎬ其中包括对变幅杆和钻杆、自由质量块和工程陶瓷

所进行的研究ꎮ 但是ꎬ国内学者对自由质量块运动特

性方面开展的研究较少ꎮ
在复频超声加工过程中ꎬ由于自由质量块和变幅杆

之间会发生多次碰撞ꎬ自由质量块的运动是复杂非线性

的ꎮ 由于自由质量块运动的不确定性ꎬ目前ꎬ尚没有很

好的数值计算方法可以用来描述自由质量块的运动ꎮ
针对自由质量块的复杂非线性运动ꎬ笔者建立其

振动系统的时域离散动态映射状态矩阵ꎬ利用面向集

合的数值方法(ＧＡＩＯ)求得自由质量块振动过程的吸

引子与吸引盆ꎬ描述自由质量块的碰撞振动过程ꎬ为复

频超声振动系统稳定性的提高奠定理论基础ꎮ

１　 面向集合的数值计算方法

面向集合的数值计算方法(ＧＡＩＯ)是用于对动态

系统中不变对象做全局分析的 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱ꎮ
ＧＡＩＯ 为面向集合的计算提供数据结构和算法ꎬ实现

快速计算和信息直观化的目的ꎮ
ＧＡＩＯ 主要可以解决以下几种问题ꎬ具体包括:
(１)任意维度或拓扑的不变集(最大不变集ꎬ链循

环集ꎬ周期点ꎬ全局吸引子)ꎻ
(２)不变流形(任意不变集的稳定 /不稳定流形)ꎻ
(３)不变量度ꎬ几乎不变的集ꎬ连贯集ꎻ

(４)值函数ꎬ用于优化控制问题ꎮ
吸引子或吸引集用来描述相位空间的部分或子

集ꎮ 随着时间的推移ꎬ吸引子是一种不变集ꎬ找到吸引

子是表征动态系统的长期行为的重要方式ꎮ
全局吸引子被定义为动态系统的每个轨道接近的

集合ꎮ 假设动态系统在一个集合上定义ꎬ首先在集合

中指定想要分析动态行为的框ꎻ在第一步中ꎬ细分该框

并抛弃不包含部分相对全局吸引子的盒子ꎻ然后以相

同的方式进行再次细分ꎮ 概括地说ꎬ即使用单元映射

技术与细分过程结合的方式ꎬ以接近全局吸引子ꎮ 使

用这个概念来推导一个数字方法ꎬ可以将全局吸引子

达到指定的准确性近似ꎮ 在细分过程中ꎬ可以根据收

缩率和细化速度来获得误差估计ꎮ
在计算过程中ꎬ面向集合的数值计算方法(ＧＡＩＯ)

可以分成以下两个次数:
(１)细分ꎮ 从一个有限大子集开始ꎬ它覆盖了想

要分析动力学行为的域ꎻ将这些集合细分为更小的集

合ꎬ并丢弃不包含部分相对全局吸引子的子集ꎻ用新的

(更小的)集合继续这个过程ꎻ
(２)选择ꎮ 选择吸引子或吸引盆落在的那些盒

子ꎬ丢弃吸引盆和吸引子没落在的那些盒子ꎻ所有有吸

引子和吸引盆的盒子对吸引子和吸引盆进行覆盖ꎬ得
到理想的图形ꎮ

通常ꎬ动态系统可以被分为二维动态系统和三维

动态系统ꎮ
其中ꎬ二维的动态系统有:

ｆ(ｘ) ＝
１ － １. ２ｘ２

１ ＋ ｘ２ / ５
ｘ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (１)

此处ꎬ笔者选择[ － ２ꎬ２] × [ － ２ꎬ２]作为二维图形

坐标的范围ꎮ
在细分次数为 ６ꎬ通过算法获得的覆盖物如图 １

所示ꎮ

图 １　 细分次数为 ６ 时所获得的覆盖物
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图 １ 中ꎬ在经过了 ６ 个细分次数后ꎬ对动态系统有

了大概的了解ꎬ但图形的准确性还有待于进一步的

提高ꎮ
其中的三维动态系统有:

ｆ(ｘ) ＝

ｘ２ － μｘ１

λｘ２(１ － ｘ１)
ｘ１ － γｘ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(２)

此处ꎬ笔者设置 λ ＝ ２. ３５ꎬμ ＝ ０. ５ꎬγ ＝ ０. １ꎻ并且选

择[ － ０. ３８ꎬ０. ９８] × [０. ０５ꎬ１. ４５] × [ － ０. ３８ꎬ０. ９８]作
为三维图形坐标的范围ꎮ

在细分次数 ｋ ＝ ５ 时ꎬ通过算法获得的覆盖物如图

２ 所示ꎮ

图 ２　 细分次数为 ５ 时所获得的覆盖物

图 ２ 中ꎬ由于这些覆盖物是由相对全局吸引子自

动覆盖的ꎬ细分算法的近似比通过直接仿真获得的结

果更加精确ꎮ
在细分次数 ｋ ＝ ２２ 时ꎬ通过算法获得的覆盖物如

图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 细分次数为 ２２ 时所获得的覆盖物

图 ３ 中ꎬ当细分次数为 ２２ 时ꎬ图形准确率得到了

进一步提高ꎬ但此时计算机计算时间也随之加长ꎮ 所

以选择合适的细分次数显得尤为重要ꎬ过长不行ꎬ过短

也不行ꎮ

２　 复频超声系统的组成

复频超声加工系统主要由 ５ 部分组成ꎬ即超声波

发生器、换能器、变幅杆、自由质量块和钻杆ꎮ
复频超声系统核心结构示意图如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 复频超声系统核心结构示意图
１—工件ꎻ２—工作台ꎻ３—钻杆ꎻ４—自由质量块ꎻ５—变幅

杆ꎻ６—换能器ꎻ７—超声波发生器

图 ４ 中ꎬ系统各部件功能介绍如下:
超声波发生器是超声系统的动力来源ꎻ
换能器将高频电信号转换为机械振动能量ꎬ通过

变幅杆、自由质量块、钻杆最终传递给工件ꎻ

变幅杆可以将质点位移进行放大ꎬ将超声波发生

器产生的高频能量集中在变幅杆面积较小的端面上ꎬ
以实现能量的聚集ꎻ

自由质量块是复频加工系统的核心ꎬ变幅杆的高

频小振幅振动传递到自由质量块ꎬ自由质量块会将接

收的能量进行二次传递ꎬ产生低频大振幅振动ꎻ
钻杆会与工件直接接触ꎬ钻杆产生高速冲击ꎬ对工

件进行切削加工ꎮ

３　 复频超声加工中的非线性特性

在国外ꎬＤＥＬＬＮＩＴＺ Ｍ 等人[１１ － １５] 在“动力系统的

理论ꎬ分析和有效模拟”的研究中ꎬ对动力系统有了更

为深入的理解ꎮ ＤＥＬＬＮＩＴＺ Ｍ 认为ꎬ动力学系统的每

个不变集合都是全局吸引子的一部分ꎻ他对于复杂的

运动学行为逼近也进行了一定的研究ꎬ并且提出了一

种复杂动力学行为数值逼近的有效技术ꎮ
在国外专家的理论基础上ꎬ国内学者对复频超声

加工的非线性特性进行了一定的研究ꎬ即参考非线性

动力学理论ꎬ在建立合理假设的情况下ꎬ用面向集合的

数值计算方法 ＧＡＩＯ 进行求解ꎬ描述自由质量块的碰

撞振动过程ꎮ
自由质量块产生的运动位移为 ｕ( ｔ)ꎬ依照牛顿运
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动定律ꎬ钻头的切削过程可表示为:

ｍ ∂２ｕ
∂ｔ２

＋ ｃ０
∂ｕ
∂ｔ ＋ ｋ０ｕ ＝ Ｆ( ｔ) (３)

式中:ｍ—钻头的质量ꎬ ｋｇꎻ ｃ０—阻尼系数ꎬ Ｎ / ( ｍ
ｓ － １)ꎻｋ０—刚性系数ꎬＮ / ｍｍꎻＦ( ｔ)—自由质量块对钻头

施加的作用力ꎬＮꎮ
自由质量块的运动是周期性的ꎬ碰撞时间短ꎬ可以

近似认为其运动是周期性的矩形函数ꎬ可表示为:

Ｆ( ｔ) ＝
０ꎬｎＴ < ｔ < (ｎ ＋ １)Ｔ

Ｆ０ꎬ(ｎ ＋ １) < ｔ < (ｎ ＋ １)Ｔ ＋ ｔ０{ (４)

式中:Ｔ—自由质量在钻头和变幅杆之间的运动时所

需要的时间ꎬｓꎻｔ０—自由质量与钻头的接触时间ꎬｓꎮ

在 ｔ ＝０ 时ꎬ∂
２ｕ
∂ｔ２

＝ ∂ｕ
∂ｔ ＝０ꎬ由傅里叶变换可得其位移为:

ｕ( ｔ) ＝ ∫
ｔ

０

Ｆ(τ)Ｈ( ｔ － τ)ｄτ (５)

式中:ｈ( ｔ)—系统的响应函数ꎮ
由于自由质量块做的是周期性运动ꎬ其碰撞时间

较短ꎮ 在不考虑系统的阻尼系数的情况下ꎬ可以得到

系统的响应函数 ｈ( ｔ)为:

ｈ( ｔ) ＝ １
ｍωｎ

ｓｉｎωｎ ｔ (６)

笔者取其中的一个周期进行研究ꎮ
联立式(４ ~ ６)ꎬ可以得到:

ｕ( ｔ) ＝

Ｆ０

Ｋ [ｓｉｎωｎ( ｔ － Ｔ) － ｓｉｎωｎ ｔ]ꎬ ０ < ｔ < Ｔ

Ｆ０

Ｋ (１ － ｓｉｎωｎ ｔ)ꎬ Ｔ < ｔ < Ｔ ＋ ｔ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７)
式(７)对 ｔ 进行求导ꎬ可以得到相对应的速度函

数ꎬ即:

∂ｕ( ｔ)
∂ｔ ＝

ωｎＦ０

ｋ [ｓｉｎωｎ ｔ － ｓｉｎωｎ( ｔ － Ｔ)]ꎬ ０ < ｔ < Ｔ

ωｎＦ０

ｋ ｓｉｎωｎ ｔꎬ Ｔ < ｔ < Ｔ ＋ ｔ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(８)
对自由质量块的非线性特性进行研究ꎬ目的是了

解自由质量块运动系统的全局结构ꎮ 这将通过使用面

向全局集合的方法(ＧＡＩＯ)来完成ꎬ而不是通过基于单

个轨迹的长期计算的方法来完成ꎮ 因为不变集是由复

杂动力学系统生成的话ꎬ单个轨迹的计算可能会产生

误导性的结果ꎮ
笔者使用面向集合的数值计算方法(ＧＡＩＯ)做以

下工作:

首先ꎬ使用 ＧＡＩＯ 识别包含吸引子的区域ꎮ 这可

以通过细分和丢弃与图像本身不相交的所有框的循环

来完成ꎬ其他的框覆盖所有吸引子ꎻ一旦定位了吸引

子ꎬ应用算法到一个包含吸引子的矩形框中ꎬ从获得的

矩形框集合开始ꎬ将它们向前映射一次迭代ꎻ
然后ꎬ将它们“命中”的矩形框添加到该集合中ꎬ

再将这些新包含的框向前映射ꎻ
最后ꎬ通过重复该过程ꎬ完成由一个又一个矩形框

形成函数曲线的覆盖ꎮ
在式(７ꎬ８)中ꎬ利用已知的系统参数ꎬ用面向集合

的数值计算方法(ＧＡＩＯ)进行求解ꎮ
笔者用 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ＧＡＩＯ 工具箱绘制的自由质

量块的运动函数曲线(选取不同的细分次数 ｎ ＝ ８ꎬ１６ꎬ
２４)ꎬ如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 不同细分次数下的运动函数曲线
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从不同细分次数下的运动函数曲线可以看出:当
细分次数 ｎ ＝ ８ 时ꎬ函数曲线图形的准确性不高ꎻ当细

分次数 ｎ ＝ ２４ 时ꎬ函数曲线图形已经近似于一条平滑

的曲线ꎬ但计算所需时间是细分次数 ｎ ＝ １６ 时的 ５ 倍

以上ꎮ
笔者经过综合ꎬ考虑选用细分次数 ｎ ＝ １６ 的自由

质量块的运动函数曲线ꎮ
选取细分次数 ｎ ＝ １６ꎬ笔者用 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ＧＡＩＯ

工具箱绘制了自由质量块的速度函数曲线ꎬ如图 ６
所示ꎮ

图 ６　 自由质量块的速度函数曲线

笔者以 ４ ｍｓ 为一个周期ꎬ来分析自由质量块的运

动函数曲线和速度函数曲线ꎮ
分析结果表明:自由质量块在 ３. ３ ｍｓ 时ꎬ运动到

了最大位移 ２. ６ ｍｍꎬ此时的速度为 ０ꎻ
自由质量块在 ２ ｍｓ 时ꎬ速度最大为 １. ４ ｍｍ / ｍｓꎬ

此时自由质量块的位移为 １. ５ ｍｍꎮ 在图 ６ 的 １ ｍｓ 处ꎬ
由于自由质量块运动的不确定性ꎬ此处包含吸引子的

矩形框靠左或者靠右ꎬ才造成了 １ ｍｓ 处的函数曲线的

空白ꎮ
从图(５ꎬ６)中可以看出:
在起始阶段函数曲线比较细ꎬ这是由于系统振动

不明显ꎬ吸引子比较集中造成的ꎮ
根据图中获得的信息ꎬ可以从复杂非线性运动中

了解到自由质量块在何处获得了最大速度ꎬ揭示了自

由质量块的非线性动力学规律ꎮ

４　 实验及结果分析

为了观察自由质量块的复杂运动ꎬ笔者采用千眼

狼 Ｘ２１３ 高速摄像机对自由质量块运动进行追踪

拍摄ꎮ
在实验过程中ꎬ轴向静压力设定为 ４０ Ｎꎬ选用

４ ｍｍ厚度的自由质量块对陶瓷样件进行加工ꎮ
笔者以 ４ ｍｓ 为一个时间间隔ꎬ用高速摄像机拍摄

了自由质量块的运动情况ꎬ如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 自由质量块运动情况的高速摄像跟踪

从高速摄像机拍摄得到自由质量块运动时间和运

动位移的关系如图 ８ 所示ꎮ

图 ８　 自由质量块运动位移和时间的关系

由图 ８ 可以看出:
从初始状态开始ꎬ自由质量块受重力的影响向上

运动的时间比向下运动的时间要长ꎬ在 ３ ｍｓ 时达到最

大位移ꎬ位移为 ２. ５ ｍｍꎮ
对比图 ５ 和图 ８ 可知:自由质量块的实际运动位

移与 ＧＡＩＯ 算法下的位移函数曲线的相对误差均在

５％以内ꎬ并且在 ０ ~ ４ ｍｓ 内具有趋势一致性ꎻ该结果

证明了细分算法下计算模型的合理性ꎮ

５　 结束语

针对自由质量块的复杂非线性运动ꎬ笔者对复频

超声加工的非线性特性进行了研究ꎻ取不同的细分次

数 ｎ ＝ ８ꎬ１６ꎬ２４ 对自由质量块的位移函数曲线进行了

对比分析ꎬ并且用高速摄像机拍摄了自由质量块的实

际运动情况ꎮ
研究结果表明:
(１)ＧＡＩＯ 可以将离散的全局吸引子用矩形框进

行覆盖ꎬ通过面向集合的数值计算方法对自由质量块

的运动函数和速度函数进行拟合ꎻ在不同细分次数的

比较过程中ꎬ在准确性上ꎬ细分次数 ｎ ＝ １６ 时绘制的位

移函数曲线优于细分次数 ｎ ＝ ８ 时绘制的曲线ꎬ在计算

时间上要少于 ｎ ＝ ２４ꎻ
(２)用高速摄像机对自由质量块的运动进行追踪

拍摄ꎬ对比自由质量块运动位移与时间的关系图和
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ＧＡＩＯ 算法下的自由质量块的运动函数曲线ꎬ说明了

计算模型和实验模型的趋势一致性ꎬ实验值和 ＧＡＩＯ
算法下的近似值相对误差在 ５％ 以内ꎬ验证了模型的

准确性ꎮ
由于复频超声振动系统理论基础和 ＧＡＩＯ 算法的

不足ꎬ现阶段只能对二维动态系统进行数据拟合ꎮ 在

后续的研究工作中ꎬ笔者将对三维动态系统进行研究ꎮ
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