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三自由度拟人并联机构的尺度参数优化研究∗
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(浙江纺织服装职业技术学院 机电与轨道交通学院ꎬ浙江 宁波 ３１５２１１)

摘要:为提升并联机构的运动学与静力学综合性能ꎬ提出了一种基于空间模型技术的并联机构多目标尺度参数优化方法ꎮ 首先ꎬ根
据人机工程学设计了一种 ２￣ＰＵＳ / ＲＳ三自由度并联机构ꎬ并基于螺旋理论分析了机构 ２ 种类型支链的自由度ꎬ计算了并联机构的自

由度ꎻ采用欧拉角描述了动平台姿态ꎬ推导了机构的位置反解ꎻ在肘、腕关节的转动副和驱动器约束条件下ꎬ利用搜索法得到了机构

的工作空间ꎻ然后ꎬ定义了角速度传递、角速度各向同性性能评价指标ꎬ绘制了评价指标在工作空间中的等高线分布图ꎻ最后ꎬ利用

空间模型技术无量纲化尺度参数ꎬ绘制了各项全域性能图谱ꎬ并采用加权求和法对其进行了多目标参数优化ꎬ得到了机构的最优结

构参数ꎮ 研究结果表明:优化后机构的各项指标大幅提升ꎬ全域角速度传递性能、力矩传递性能和各向同性性能分别提高了 １６％ 、
８０％ 、４０％ ꎬ验证了该尺度参数优化方法的有效性ꎮ
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０　 引　 言

机器人技术的快速发展ꎬ使得机械臂在工业、医

疗、航空航天等领域得到了广泛的应用ꎮ
由于串联机构具有控制简单、运动灵活、工作空间

大等优点ꎬ目前的机械臂多采用串联机构[１]ꎮ 但串联



机构运动惯性大、结构易震动等缺点又导致机械臂的

动态精度较低ꎮ 由于拟人机械臂要完成一系列仿人操

作ꎬ应具有结构稳定、承载能力强等特点ꎬ而并联机构

正好能满足这样的要求ꎮ 除此以外ꎬ并联机构[２ꎬ３]还

具有刚度大、运动惯性小、精度高等众多优势ꎮ
对并联机构进行尺寸参数优化时ꎬ需要确定优

化的目标函数ꎬ即机构性能指标ꎮ 通常ꎬ并联机构的

性能评价包括运动学与动力学指标ꎬ其中动力学分

析较为复杂ꎮ 利用达朗贝尔原理可将动力学能够转

换为静力学问题ꎬ因此ꎬ分析机构的运动学与静力学

指标可实现综合性能优化ꎮ 一般可采用雅克比矩阵

法[４ꎬ５]和影响系数法[６]分析运动学指标ꎬ并定义传递

性能[７￣９] 、各向同性[１０ꎬ１１] 、全域性能[１２] 、局部评价指

标[１３]等性能ꎮ
基于尺寸参数与性能指标之间的映射关系ꎬ筛选

出影响机构性能指标的结构参数ꎬ并对其进行优化ꎬ可
提高机构综合性能ꎮ 张虎等人[１４]运用 ＢＰ网络算法与

遗传算法ꎬ以工作空间和全局条件指标为目标函数ꎬ经
综合优化得到了 ３￣ＤＯＦ 并联机床较优的尺寸参数ꎮ
李超等人[１５]将目标工作空间内最差性能指标作为优

化对象ꎬ对球面并联机构结构参数进行了优化ꎬ可避免

机构在某些姿态下出现病态雅克比矩阵的情况ꎮ 李树

平等人[１６]以雅可比矩阵条件数最大值定义最差灵巧

度ꎬ使用差分进化算法ꎬ确定了合理的球面并联机构结

构参数ꎮ 金振林等人[１７]针对一种 ２￣ＤＯＦ 并联行程放

大机构ꎬ基于机构运动灵活性能评价指标ꎬ采用容限加

权法确定了一组合理的结构参数ꎮ
上述方法均以运动学方面的性能指标作为目标来

优化尺寸参数ꎬ并未考虑受力时机构对机构性能的影

响ꎬ因此存在因机构受力或力矩过大ꎬ从而导致机构杆

件变形甚至断裂的问题ꎮ
针对肘、腕关节ꎬ笔者提出一种新型并联三自由度

拟人机械臂ꎻ首行分析机构的自由度ꎬ建立位置反解方

程ꎬ并绘制位置工作空间轮廓图ꎻ定义速度与力传递、
各向同性性能评价指标ꎬ给出全域性能图谱ꎻ在此基础

上ꎬ建立多目标优化模型ꎬ采用加权求和法定义目标函

数的权值系数ꎬ结合空间模型技术得到合理的结构尺

寸参数ꎮ

１　 运动学分析

由人体解剖学可知[１８ꎬ１９]ꎬ人臂的骨相当于机械臂

的刚性杆件ꎬ若干杆件配合组成机构钢架ꎬ关节则相当

于铰接点ꎻ肘关节可完成一组伸展 超伸 屈曲运动ꎬ其
自由度为 １ꎻ腕关节可完成一组背屈 掌屈垂直运动和

一组桡屈 尺屈水平运动ꎬ其自由度为 ２ꎮ
根据人体关节运动特点ꎬ本文提出一种 ２ＰＵＳ￣

ＰＲＲＲＳ(Ｐ:移动副ꎬＵ:虎克铰副ꎬＳ:球副ꎬＲ:旋转副)
三自由度并联机构ꎬ其简图如图 １ 所示ꎮ

图 １　 拟人机械臂的机构简图

图 １ 中ꎬ笔者建立静坐标系{Ｒ}:Ｏ１ － Ｘ１Ｙ１Ｚ１ꎬＹ１
轴与 Ｏ１Ｆ 平行ꎬＺ１ 轴与 ＨＯ１ 平行ꎬＸ１ 轴由右手定则确

定ꎻ动坐标系{Ｓ}:Ｏ２ － Ｘ２Ｙ２Ｚ２ꎬＹ２ 轴垂直平面 ＡＢＯ２ꎬ
Ｚ２ 轴平行平面 ＡＢＯ２ 并过 ＡＢ 中点ꎬＸ２ 轴由右手定则

确定ꎻ
Ｐ１、Ｐ２ 和 Ｐ３ 表示肘关节机构的 ３ 个直线移动副ꎬ

移动副之间互相平行ꎬ且均固定在机构左端ꎮ 初始位

姿时ꎬ机构各个移动副的输入恒等于零ꎬ杆 ＦＯ２ 分别

与面 ＡＢＯ２ 垂直ꎮ

１. １　 基于螺旋理论的自由度分析

该并联机构 (拟人机械臂)具有 ２ 个相同分支

ＰＵＳ 与一个单支 ＰＲＲＲＳꎮ 本文建立 ＰＵＳ 分支的运动

螺旋ꎬ如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 并联机构 ＰＵＳ 分支的运动螺旋图

在初始形位下ꎬＰＵＳ 分支的运动螺旋系为:
＄ １１ ＝ (ｓ１１ꎻｓｏ１１) ＝ (０ ０ １ꎻ０ ０ ０)

＄ １２ ＝ (ｓ１２ꎻｓｏ１２) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ ０)

＄ １３ ＝ (ｓ１３ꎻｓｏ１３) ＝ (０ １ ０ꎻ０ ０ ０)

＄ １４ ＝ (ｓ１４ꎻｓｏ１４) ＝ (０ ０ １ꎻｅ ０ ０)

＄ １５ ＝ (ｓ１５ꎻｓｏ１５) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ － ｅ)

＄ １６ ＝ (ｓ１６ꎻｓｏ１６) ＝ (０ ０ ０ꎻ０ １ ０)
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(１)

对分支 ＰＵＳ 的运动螺旋进行互易积ꎬ可得反螺

旋系:
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＄ ｒ
１１ ＝ (ｓｒ１１ꎻｓｒｏ１１) ＝ (０ ０ ０ꎻ０ ０ ０) (２)

式(２)表明ꎬ在初始形位下ꎬＰＵＳ 分支对动平台没

有约束力和约束力偶ꎮ
采用相同构图法ꎬ可得 ＰＲＲＲＳ 分支的运动螺旋ꎮ

由于杆 ＦＯ１ 与静平台固连ꎬ此处将该分支拆为两个部

分ꎬ如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 并联机构 ＰＲＲＲＳ 分支的运动螺旋图

在初始形位下ꎬ图 ３(ａ)中机构的运动螺旋系为:
＄ ２４ ＝ (ｓ２４ꎻｓｏ２４) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ － ｄ)

＄ ２５ ＝ (ｓ２５ꎻｓｏ２５) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ － ｎ － ｅ)

＄ ２６ ＝ (ｓ２６ꎻｓｏ２６) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ － ｇ － ｄ)

＄ ２７ ＝ (ｓ２７ꎻｓｏ２７) ＝ (０ ０ ０ꎻ０ １ ０)
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í

ï
ïï

ï
ïï

(３)

对 ＰＲＲＲ 分支求反螺旋ꎬ可得反螺旋系:
＄ ｒ
２１ ＝ (ｓｒ２１ꎻｓｒｏ２１) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ ０)

＄ ｒ
２２ ＝ (ｓｒ２２ꎻｓｒｏ２２) ＝ (０ ０ ０ꎻ０ １ ０)

＄ ｒ
２３ ＝ (ｓｒ２３ꎻｓｒｏ２３) ＝ (０ ０ ０ꎻ０ ０ １)

ì

î

í
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ï

ïï

(４)

该机构为串联机构ꎬ根据 Ｂｅｎｎｅｔｔ机构自由度计算

方法ꎬ空间不相交的 ３ 条直线必不相关ꎬ因此ꎬ其运动

螺旋系的最大线性无关数为 ３ꎮ
运动螺旋的反螺旋数为 ３ꎬ公共约束为 ３ꎬ阶数为

３ꎬ机构不存在冗余约束ꎬ因此ꎬ ＰＲＲＲ 机构的自由

度为:

Ｍ ＝ ｄ(ｎ － ｇ － １) ＋∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ν ＝ ３(４ － ４ － １) ＋ ４ ＋ ０

＝ １ (５)
由式(５)知ꎬ该串联单环机构只有 １ 个自由度ꎬ即

绕 Ｘ 轴转动方向的自由度ꎬ且作用为辅助图 ３ 右侧支

链的运动ꎮ
在初始形位下ꎬ图 ３(ｂ)中的机构运动螺旋系为:

＄ ２１ ＝ (ｓ２１ꎻｓｏ２１) ＝ (０ ０ １ꎻ０ ０ ０)

＄ ２２ ＝ (ｓ２２ꎻｓｏ２２) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ ０)

＄ ２３ ＝ (ｓ２２ꎻｓｏ２２) ＝ (０ １ ０ꎻ０ ０ ０)

＄ ２４ ＝ (ｓ２３ꎻｓｏ２３) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ － ｄ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(６)

对 ＲＳ 分支求反螺旋ꎬ可得反螺旋系:

＄ ｒ
２１ ＝ (ｓｒ２１ꎻｓｒｏ２１) ＝ (１ ０ ０ꎻ０ ０ ０)

＄ ｒ
２２ ＝ (ｓｒ２２ꎻｓｒｏ２２) ＝ (０ １ ０ꎻ０ ０ ０)

{ (７)

式(７)表明ꎬ在初始形位下ꎬＲＳ 分支对动平台施

加一个沿 Ｘ 轴和 Ｙ 轴方向的约束力ꎮ
由式(２ꎬ７)可知ꎬ该机构不存在公共约束ꎬ即 λ ＝ ０ꎬ

因此ꎬ该机构的阶数为:
ｄ ＝ ６ － λ ＝ ６ (８)

除去公共螺旋约束ꎬ剩余的约束螺旋数 ｔ ＝ ２ꎬ构成

一个 ｋ(ｋ ＝ ２)系的螺旋ꎬ由此ꎬ可得肘、腕关节机构的

冗余约束为:

ν ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
ｑｉ － λｐ － ｋ ＝

２ － ０ × ３ － ２ ＝ ０ (９)
可见ꎬ机构的 ３ 个球铰存在 １ 个绕 Ｚ 轴旋转局部

自由度ꎬ故 ξ ＝ １ꎮ
机构的自由度为:

Ｍ ＝ ｄ(ｎ － ｇ － １) ＋∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ν － ξ ＝

６(７ － ８ － １) ＋ １６ ＋ ０ － １ ＝ ３ (１０)
由机械臂的反螺旋和局部自由度可知:机构的约

束为沿 Ｘ、Ｙ 方向的移动和绕 Ｙ 轴的转动ꎬ即机构能沿

Ｚ 轴方向移动和绕 Ｘ、Ｚ 轴转动ꎮ
通过分析机构运动可知:３ 条分支各个运动副的

轴线都与初始位姿时动坐标系的 Ｘ 轴或 Ｚ 轴平行ꎬ轴
线仅发生位置变化ꎬ未改变方向ꎮ 因此ꎬ该并联机构具

有全周自由度ꎬ运动性能好ꎬ在非奇异位形下ꎬ能连续

平稳地进行两转一移运动ꎮ

１. ２　 位置反解

参考点 Ｏ２ 在{Ｓ}坐标系中的位置为(０ꎬ０ꎬ０) Ｔꎻ设
参考点 Ｏ２ 在{Ｒ}坐标系中的位置坐标为(０ꎬｙꎬｚ) Ｔꎬ姿
态为(αꎬ０ꎬγ) Ｔꎻ杆 ＥＦ 与杆 ＦＯ２ 的夹角 θ 为常量ꎬ杆
ＦＯ１ 长度为 ｎꎻＭ、Ｎ 点关于{Ｒ}坐标系的 Ｚ１ 轴对称分

布ꎬ杆 ＥＦ 的长度为 ｋꎬθ１ 为杆 ＦＯ２ 绕 Ｆ 点的转角ꎮ 由

三角函数可得:

θ１ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｙ － ｎ (１１)

在动坐标系{Ｓ}中ꎬＡ、Ｂ 点关于{Ｓ}坐标系的 Ｚ２
轴对称分布ꎬＡ、Ｂ 点的位置矢量为:

ＡＳ ＝ ( － ｆ / ２ ０ － ｃ２ － ｆ２ / ４ ) Ｔ

ＢＳ ＝ ( ｆ / ２ ０ － ｃ２ － ｆ２ / ４ ) Ｔ
{ (１２)

采用 Ｚ － Ｙ － Ｘ 型欧拉角描述动平台的姿态ꎬ姿态

旋转矩阵Ｒ
ＳＴ 为:

Ｒ
ＳＴ ＝ Ｒ(Ｚꎬα)Ｒ(Ｙꎬβ)Ｒ(Ｘꎬγ) ＝
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ｃαｃβ ｃαｓβｓγ － ｓαｃγ ｓαｓγ ＋ ｃαｓβｃγ
ｃβｓα ｃαｃγ ＋ ｓαｓβｓγ ｓαｓβｃγ ＋ ｃαｓγ
－ ｓβ ｃβｓγ ｃβｃγ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１３)

式中:ｃｉ ＝ ｃｏｓｉꎻｓｉ ＝ ｓｉｎｉꎻｉ ＝ αꎬβꎬγꎮ
Ａ、Ｂ 两点在静坐标系{Ｒ}中的位置矢量为:

ＡＲ ＝ ＴＡＳ ＋Ｏ２Ｒ
ＢＲ ＝ ＴＢＳ ＋Ｏ２Ｒ

{ (１４)

通过结构几何关系ꎬ可得 ４ 杆 ＦＯ２、ＡＤ、ＢＣ 和 ＥＧ
的方程式:

(Ｏ２Ｒ － ＦＲ)(Ｏ２Ｒ － ＦＲ) Ｔ ＝ ｄ２

(ＤＲ － ＡＲ)(ＤＲ － ＡＲ) Ｔ ＝ ｅ２

(ＣＲ － ＢＲ)(ＣＲ － ＢＲ) Ｔ ＝ ｅ２

(ＧＲ － ＥＲ)(ＧＲ － ＥＲ) Ｔ ＝ ａ２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１５)

综合式(１４ꎬ１５)ꎬ可得肘、腕关节位置反解的表

达式:
Δｌ１ ＝ Ｓ１ － Ｓ２
Δｌ２ ＝ Ｓ３ － Ｓ４
Δｌ３ ＝ Ｓ５ － Ｓ６

ì

î

í

ïï

ïï
(１６)

其中:
Ｓ１ ＝ ｎ － ｋｓｉｎ(θ － θ１ － π / ２) － Ｌ１０

Ｓ２ ＝ ａ２ － (ｈ － ｋｃｏｓ(θ － θ１ － π / ２))
２

Ｓ３ ＝ ｙ ＋Ｑ１ｃｏｓαｓｉｎγ － ｆｓｉｎα / ２ － Ｌ２０

Ｓ４ ＝ ｅ２ － ( － ｆｃｏｓα/ ２ －Ｑ１ｓｉｎαｓｉｎγ ＋ ｂ / ２)
２ － (ｚ ＋ｍ －Ｑ１ｃｏｓγ)

２

Ｓ５ ＝ ｙ ＋Ｑ１ｃｏｓαｓｉｎγ ＋ ｆｓｉｎα / ２ － Ｌ３０

Ｓ６ ＝ ｅ２ － ( ｆｃｏｓα / ２ －Ｑ１ｓｉｎαｓｉｎγ － ｂ / ２)
２ － (ｚ ＋ｍ －Ｑ１ｃｏｓγ)

２

Ｑ１ ＝ ｃ２ － ｆ２ / ４

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ꎮ

１. ３　 工作空间分析

设 ψ１、ψ２ 和 ψ３ 分别为杆 ＦＯ１ 与 Ｏ２Ｆ、ＤＭ 与 ＡＤ、
ＣＮ 与 ＢＣ 之间的夹角ꎻψ１ｍａｘ、ψ２ｍａｘ、ψ３ｍａｘ与 ψ１ｍｉｎ、ψ２ｍｉｎ、
ψ３ｍｉｎ分别表示 ψ１、ψ２ 和 ψ３ 的最大值和最小值ꎬ肘、腕
关节的转动副约束条件为:

ψ１ｍｉｎ≤ψ１≤ψ１ｍａｘ
ψ２ｍｉｎ≤ψ２≤ψ２ｍａｘ
ψ３ｍｉｎ≤ψ３≤ψ３ｍａｘ

ì

î

í

ïï

ïï
(１７)

设 Ｌｉｍａｘ和 Ｌｉｍｉｎ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)分别为 ３ 个直线移动副

Ｐ１、Ｐ２ 和 Ｐ３ 的输入位移的最大值和最小值ꎬ则肘、腕
关节的驱动器约束条件为:

Ｌｉｍｉｎ≤Ｌｉ≤Ｌｉｍａｘ (１８)
为直观地展示机械臂的工作空间ꎬ此处假设各参

数值为: ｈ ＝ １５０ ｍｍꎬｍ ＝ ３００ ｍｍꎬ ａ ＝ １５０ ｍｍꎬ ｅ ＝
４４０ ｍｍꎬｄ ＝ ４４０ ｍｍꎬ ｂ ＝ ３００ ｍｍꎬ ｆ ＝ ２６０ ｍｍꎬ ｃ ＝
２３５ ｍｍꎬｎ ＝ ４４０ ｍｍꎬｋ ＝ １７５ ｍｍꎬＬ１０ ＝ ２００ ｍｍꎬＬ２０ ＝

３００ ｍｍꎬＬ３０ ＝ ３００ ｍｍꎮ
采用坐标搜索法[２０]可得到肘、腕关节机构的三维

位置工作空间形状图ꎬ如图 ４ 所示(视图 ２ 通过视图 １
绕 θ１ 轴逆时针旋转 ９０°而得)ꎮ

(ａ)视图 １

(ｂ)视图 ２
图 ４　 肘关节与腕关节的的工作空间

２　 运动学性能分析

２. １　 速度雅克比的求解

设肘、腕关节机构 ３个直线移动副 Ｐｉ(ｉ ＝１ꎬ２ꎬ３)的
输入速度为 ｖｉꎬ在静坐标系{Ｒ}中参考点 Ｏ２ 的输入速

度矢量为 ｖ ＝ ｖ１ ｖ２ ｖ３( )Ｔꎬ广义速度矢量为 Ｖ ＝
ＶＹ ＶＺ ωＸ ωＺ( )Ｔꎮ 根据结构位姿势特点可得方程组:

ｋｓｉｎ(θ － π / ２ － θ１) ＋ ａｃｏｓφ１ ＝ ｎ － Ｌ１０ － Δｌ１
ｋｃｏｓ(θ － π / ２ － θ１) ＋ ａｓｉｎφ１ ＝ ｈ

{ (１９)

式中:φ１—杆 ＥＧ 绕 Ｇ 点的转角ꎮ
Δｌ１ 关于时间的导数为 ｖ１ꎬθ１ 关于时间的导数为

ω１ꎻ通过化简可得 ω１ 的解析表达式ꎬ即杆 ＦＯ２ 绕 Ｆ 点

转动的角速度为:

ω１ ＝ ｖ１ /
ｋｃｏｓ(θ － π / ２ － θ１)
－ ｋｓｉｎ(θ － π / ２ － θ１)ｔａｎφ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２０)

机构参考点 Ｏ２ 的线速度矢量为:
ＶＯ２ ＝ (ＶＹＶＺ) ＝ ｓ１ｄω１ (２１)

设机构的 Ａ 和 Ｂ 点相对于静坐标系{Ｒ}的线速度

矢量分别为 ＶＡ 和 ＶＢꎬ可得表达式:
ＶＡ ＝ ＶＯ２ ＋ω × ＡＲ

ＶＢ ＝ ＶＯ２ ＋ω × ＢＲ
{ (２２)

设 Ａ、Ｂ 两点分别沿杆 ＡＤ 和 ＢＣ 方向的线速度为

ｖ′２ 和 ｖ′３ꎮ 以参考点 Ｏ２ 作为基准ꎬｓ２ 和 ｓ３ 分别是沿杆

ＡＤ 和 ＢＣ 方向的单位矢量ꎬ则 ｖ′２ 和 ｖ′３ 可表示为:
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ｖ′２ ＝ ＶＡｓ２
ｖ′３ ＝ ＶＢｓ３

{ (２３)

设 ｎｉ 为沿 ３ 个直线移动副 Ｐ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)方向的

单位矢量ꎬ求解 ｖ′２ 和 ｖ′３ 为:
ｖ′２ ＝ ｖ２ｎ２ｓ２
ｖ′３ ＝ ｖ３ｎ３ｓ３

{ (２４)

经转化ꎬ可得矩阵方程:
(ＭＲ × ｓ２) Ｔ

(ＮＲ × ｓ３) Ｔ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ω′ ＝

－ Ｋ１ｓ１ｓ２ ｎ２ｓ２ ０
－ Ｋ１ｓ１ｓ３ ０ ｎ３ｓ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úｖ

(２５)
其中:ω′ ＝ (ωＸ ０ ωＺ) Ｔꎮ
可推出关于 ω 的表达式为:

ω ＝ Ｊωｖ (２６)
其中:ω ＝ (ωＸ 　 ωＺ) Ｔꎮ
由于 ＶＯ２仅受角速度 ω１ 的影响ꎬ综合上式可得关

于角速度 ω１ 与 ω 的表达式为:
Ｖ″ ＝ [ω１ ωＸ ωＺ] Ｔ ＝ Ｊｖ (２７)

式中:Ｊ∈Ｒ３ × ３—肘、腕关节机构的速度雅克比矩阵ꎮ
矩阵 Ｊ 的具体表达式为:

Ｊ ＝
Ｊ′Ｖ
Ｊω

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２８)

考虑到线、角速度属于不同量纲ꎬ当机构不在奇异

位形时ꎬ上式可改写为:
ω１ ＝ ＪＶｖ１
ω ＝ Ｊωｖ

{ (２９)

式中:ＪＶ—线速度雅克比矩阵ꎻ Ｊω—角速度雅克比

矩阵ꎮ
同样地ꎬ可得静力学雅克比矩阵为:

Ｇ ＝ (Ｊ － １) Ｔ (３０)

２. ２　 运动学性能评价指标与分布图

２. ２. １　 角速度传递性能评价指标

当机构不在奇异位形时ꎬＪω 可分解出奇异值ꎬ存
在正交矩阵 Ｃω∈Ｒ２ × ２、Ｄω∈Ｒ３ × ３ꎬ使:

Ｊω ＝ ＣωΛωＤＴω (３１)
其中:

Ｃω ＝
ｃＤ１１ ｃＤ１２
ｃＤ２１ ｃＤ２２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Λω ＝

０ δ１ω ０
０ ０ δ２ω

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎮ

在矩阵 Λω 中ꎬ元素 δ１ω和 δ２ω为 Ｊω 的两个奇异值ꎬ
设两元素的关系为 δ１ω≤δ２ωꎮ 当机构不在奇异位形

时ꎬ若输入向量 ｖ 是单位向量:
ｖＴｖ ＝ １ (３２)

综合式(３１ꎬ３２)ꎬ可得到奇异值 δ１ω、δ２ω的方程表

达式:
ω′２Ｘ
δ２１ω
＋
ω′２Ｚ
δ２２ω
＝ １ (３３)

通过定义线速度传递性能评价指标 ＫＬ 和角速度

传递性能评价指标 ＫＡꎬ可得到机构的运动性能在工作

空间内的分布情况ꎮ 定义 ＫＬ 和 ＫＡ 为:
ＫＬ ＝‖ＪＶ‖
ＫＡ ＝ δ１ω

{ (３４)

角速度性能评价指标表征机构驱动到动平台的运

动映射关系ꎬ其值越大ꎬ说明机构的速度传递性能

越好ꎮ
笔者利用 ＭＡＴＬＡＢ 绘制角速度传递性能评价指

标 ＫＡ 在工作空间内的分布图ꎬ如图 ５ 所示ꎮ

(ａ)θ１ ＝ ０ ｒａｄ
　

(ｂ)θ１ ＝ π / ６ ｒａｄ

(ｃ)θ１ ＝ π / ３ ｒａｄ
图 ５　 角速度传递性能 ＫＡ 的工作空间分布图

由图 ５ 可知:(１)角速度传递性能评价指标在工

作空间内的波动小ꎬ等高线分布较有规律性ꎻ(２)等高

线均以 α 轴对称轴分布ꎬ且在 α 轴位置处数值较大ꎬ
说明机构在对称轴位置的运动学性能较好ꎻ(３)在工

作空间内ꎬ指标数值不存在等于 ０ 的情况ꎬ表明机械臂

的全域传递性能较好ꎻ(４)随着自变量 θ１ 的改变ꎬ指标

数值变化不大ꎬ说明机构末端执行器的映射区间较

稳定ꎮ
同样地ꎬ定义力传递性能评价指标 ＫＦ 和力矩传

递性能评价指标 ＫＭꎬ可得到机构在工作空间内的力学

性能分布情况ꎮ
２. ２. ２　 角速度各向同性性能评价指标

定义机构在输入速度矢量 ｖ 为单位向量时ꎬ末端

输出速度的最大值 ηｋｍａｘ和最小值 ηｋｍｉｎꎬ可得到机构运
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动性能在工作空间内的分布情况ꎮ
此处给出角速度各向同性性能评价指标为:

Ｋη ＝ ηｋｍｉｎ / ηｋｍａｘ (３５)
其中:０ < Ｋη≤１ꎬＫη 越趋近于 １ꎬ角速度各向同性

性能越好ꎻ反之ꎬ性能越差ꎮ
笔者利用 ＭＡＴＬＡＢ 绘制角速度各向同性性能评

价指标 Ｋｋη在工作空间内的分布图ꎬ如图 ６ 所示ꎮ

(ａ)θ１ ＝ ０ ｒａｄ
　

(ｂ)θ１ ＝ π / ３ ｒａｄ

(ｃ)θ１ ＝ π / ６ ｒａｄ
图 ６　 角速度各向同性性能 ＫＡ 的工作空间分布图

由图 ６ 可知:(１)角速度各向同性性能评价指标

在工作空间内的波动小ꎬ等高线分布较有规律性ꎻ(２)
等高线均以 α轴为对称轴分布ꎬ且在 α 轴位置数值更

接近于 １ꎬ说明机构在对称轴位置的运动学各向同性

性能较好ꎻ(３)随 θ１ 的增大ꎬ机构的角速度各向同性性

能逐渐变差ꎮ

３　 结构尺度参数优化

３. １　 空间模型技术

基于拟人特征ꎬ机构各关节均以人臂作为参照ꎬ且
遵循一定尺度与比例ꎮ 当机构的某部分尺数均被定义

时ꎬ其他部分可通过比例系数确定ꎻ另一方面ꎬ根据各

项指标与机构参数的映射关系ꎬ笔者选定 ｍ、ａ 和 ｂ 作

为机构的设计参数ꎮ
笔者利用空间模型技术将参数无量纲化[２１]ꎬ即:

ϖ′ ＝ ｍ ＋ ａ ＋ ｂ３ (３６)

经转化可得参数的无量纲杆件尺寸:γ′１ ＝
ｍ
ϖ′ꎬγ′２

＝ ａ
ϖ′ꎬγ′３ ＝

ｂ
ϖ′ꎮ 将无量纲尺寸相加可得:

γ′１ ＋ γ′２ ＋ γ′３ ＝ ３ (３７)
给出参数 γ′１、γ′２ 和 γ′３ 的取值范围条件为:

γ′２≤γ′１≤３
γ′３≤３

{ (３８)

综合上式ꎬ笔者绘制上臂无量纲参数的空间模型

图ꎬ如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 上臂无量纲参数的空间模型图

图 ７ 中:三维空间的坐标轴上 γ′１、γ′２ 和 γ′３ 分别

映射 ３ 个尺寸参数 ｍ、ａ 和 ｂꎬ将其投影到平面 Ｐ′Ｑ′Ｓ′ꎮ
为了便于分析ꎬ笔者将上臂无量纲参数空间模型

的三维 ｘｙｚ 转为二维的 ｘｙ 坐标ꎬ即:

ｘ ＝ ３３ (２γ′２ ＋ γ′３)

ｙ ＝ γ′３

ì

î

í

ïï

ïï
(３９)

根据转换关系ꎬ笔者绘制上臂参数的平面映射图ꎬ
如图 ８ 所示ꎮ

图 ８　 上臂参数的平面映射图

图 ８ 中ꎬ平面 Ｐ′Ｑ′Ｓ′为肘、腕关节机构上臂参数构

建的几何空间模型形状ꎮ

３. ２　 全域运动学性能评价

以上述运动学性能评价指标为局部评价空间ꎬ无
法全面评价机构的运动学性能ꎮ 因此ꎬ本文定义全域

线速度传递性能评价指标 ζ(Ｌ)、全域角速度传递性能

评价指标 ζ(Ａ)和全域角速度各向同性性能评价指标

ζ(Ｋη)ꎬ分别表示线和角速度传递性能、角速度各向同

性性能在整个机构工作空间内的平均值ꎮ
其中ꎬ全域线速度传递性能评价指标 ζ(Ｌ)为:
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ζ(Ｌ) ＝
∫
Ｓ
ＫＬｄＳ

∫
Ｓ
ｄＳ

(４０)

全域角速度传递性能评价指标 ζ(Ａ)为:

ζ(Ａ) ＝
∫
Ｓ
ＫＡｄＳ

∫
Ｓ
ｄＳ

(４１)

全域角速度各向同性性能评价指标 ζ(Ｋη)为:

ζ(Ｋη) ＝ 　
∫
Ｓ
ＫＫηｄＳ

∫
Ｓ
ｄＳ

　 (４２)

机构的全域运动学性能图谱如图 ９ 所示

(ａ)ζ(Ｌ) / (ｍｓ － １)

(ｂ)ζ(Ａ) / (ｒａｄｓ － １)

(ｃ)ζ(Ｋη)
图 ９　 全域运动学性能图谱

由图 ９ 可得:(１)全域线速度传递性能评价指标

随参数增大ꎬ数值变化坡度小ꎻ(２)全域角速度传递、
各向同性性能评价指标随参数增大ꎬ数值变化大ꎬ等高

线垂直落差大ꎻ(３)机构上臂的 ３ 个参数 ｍ、ａ 和 ｂ 对

全域线速度传递性能评价指标影响不大ꎬ对全域角速

度传递、各向同性性能评价指标影响较大ꎮ
同样地ꎬ本文定义全域力传递性能评价指标ζ(Ｆ)、

全域力矩传递性能评价指标 ζ(Ｍ)和全域力矩各向同性

性能评价指标 ζ(Ｓη)ꎬ分别表示力和力矩传递性能、力
矩各向同性性能在整个机构工作空间内的平均值ꎮ

其中ꎬ全域力传递性能评价指标 ζ(Ｆ)为:

ζ(Ｆ) ＝
∫
Ｓ
ＫＦｄＳ

∫
Ｓ
ｄＳ

(４３)

全域力矩传递性能评价指标 ζ(Ｍ)为:

ζ(Ｍ) ＝
∫
Ｓ
ＫＭｄＳ

∫
Ｓ
ｄＳ

(４４)

全域力矩各向同性性能评价指标 ζ(Ｓη)为:

ζ(Ｓη) ＝
∫
Ｓ
ＫＳηｄＳ

∫
Ｓ
ｄＳ

(４５)

笔者绘制了全域静力学性能图谱ꎬ由该图谱可知:
机构上臂的 ３ 个参数 ｍ、ａ 和 ｂ 对全域力传递性能评

价指标影响不大ꎬ对全域力矩传递、各向同性性能评价

指标影响较大ꎮ

３. ３　 多目标参数优化

由于全域线速度、力传递性能评价指标受参数影

响不大ꎬ此处以全域角速度传递性能评价指标 ζ(Ａ)、
全域角速度各向同性性能评价指标 ζ(Ｋη)、全域力矩

传递性能评价指标 ζ(Ｍ)和全域力矩各向同性性能评

价指标 ζ(Ｓη)作为机构的优化目标ꎻ并采用归一加权

求和法ꎬ将各优化目标函数权值定义为相同数值ꎬ以避

免每个优化指标的权重不同ꎮ
由性能图谱可得到的各指标最大值 ϑｍａｘ和最小值

ϑｍｉｎꎬ无量纲化参数可表示为:

Ｆ ｉ ＝
ϑ(ｘ) － ϑｍｉｎ
ϑｍａｘ － ϑｍｉｎ

(４６)

式中:ϑ(ｘ)—参数变化范围内所有的指标值ꎻＦ ｉ—无

量纲化的目标函数ꎮ
目标函数 Ｆ ｉ 是在参数变化范围内各个指标所占

的比值ꎬ可保证各优化指标相对目标函数而言同等重

要ꎮ 笔者建立多目标函数如下:

Ｆ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｆ ｉ (４７)

在无量纲参数的 ＸＹ 坐标范围区间内ꎬ笔者在 Ｘ 轴

均匀取点ꎬ设定步长为 ０. １ꎬ得到相应范围内的 Ｙ 值ꎮ
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　 　 在工作空间内搜索得到机构的综合性能优化结

果ꎬ如图 １０ 所示ꎮ

图 １０　 综合性能优化结果图

由图 １０ 可知:上臂无量纲参数在 Ｘ 轴上的数值在

１. ２ ~ １. ３ 之间ꎬ且 Ｙ 轴上的数值在 ０. ８ ~ １. ７ 之间的

区域内ꎬ机构的综合性能最优[２２]ꎮ
笔者取 Ｘ ＝ １. ２ꎬＹ ＝ １. ２ 作为最优值ꎬ计算参数优

化前后的性能指标ꎬ如表 １ 所示ꎮ
表 １　 参数优化前后的性能指标对比表

指标 优化后 优化前 性能增幅 / (％ )
全域角速度传递性能

评价指标 / (ｍｓ － １)
１. ７５ １. ５１ １６

全域角速度各向同性
性能评价指标

０. ６０ ０. ６０ ０

全域力矩传递性能
评价指标 / (Ｎｍ) ０. ２９ ０. １６ ８０

全域力矩各向同性
性能评价指标

０. ３５ ０. ２５ ４０

　 　 由表 １ 可知:经优化后ꎬ全域角的速度传递性能、
力矩的传递性能和各向同性性能分别提高了 １６％ 、
８０％ 、４０％ ꎮ

在其他 ７ 个参数不变的情况下ꎬ笔者选取一组各

项性能指标均佳的结构尺寸参数为:ｍ ＝ ２７０ ｍｍꎬａ ＝
１００ ｍｍꎬｂ ＝ ２６０ ｍｍꎮ

４　 结束语

针对并联机构运动学与静力学综合性能的优化问

题ꎬ本文提出了一种多尺度参数优化方法ꎻ首先在分析

机构自由度基础上建立了位置反解方程ꎬ绘制了机构

三维位置工作空间轮廓图ꎻ然后定义了机构的角速度

和力的传递、各向同性性能指标ꎬ绘制了各指标在工作

空间内的分布图ꎬ确定了待优化的机构参数ꎬ建立了多

目标函数方程ꎬ得到了合理的结构尺寸参数ꎻ最后结合

空间模型技术和归一加权求和法ꎬ对 ２￣ＰＵＳ / ＰＲＲＲＳ机
构的参数进行了优化ꎬ并通过数值仿真方法对其进行

了验证ꎮ
研究结果表明:
(１)２￣ＰＵＳ / ＰＲＲＲＳ 并联机构具有两转一移自由

度ꎬ符合人体肘腕关节的运动特性ꎬ可实现肘关节的伸

展 超伸 屈曲运动以及腕关节的背屈 掌屈垂直运动

和桡屈 尺屈水平运动ꎻ
(２)２￣ＰＵＳ / ＰＲＲＲＳ机构不同类型的结构参数对其

性能影响程度不同ꎬ其中驱动器之间的位置为主要因

素ꎬ不同机构在参数优化时可根据具体机构特性合理

选取ꎻ
(３)优化后全域角的速度传递性能、力矩的传递

性能和各向同性性能分别提高了 １６％ 、８０％ 、４０％ ꎬ验
证了该参数优化方法的有效性ꎮ

在后续研究工作中ꎬ笔者将进一步研究该机构的

精度设计问题ꎬ建立机构的误差分析模型ꎬ以提高机构

的动态精度ꎮ
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