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摘要:针对并联机构约束力分析过程复杂、计算量较大的问题ꎬ以三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构为例ꎬ对其约束力进行了仿真分析和实验研

究ꎮ 首先ꎬ建立了 Ｄｅｌｔａ 并联机构的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学模型ꎬ采用二阶影响系数矩阵建立了驱动滑块的加速度数学模型ꎬ并进行了求

解验证ꎻ然后ꎬ对并联机构中的驱动滑块进行了受力分析ꎬ得到了球铰处的约束力方程ꎬ并使用 ＭＡＴＬＡＢ 求解了该方程ꎬ在 ＡＤＡＭＳ
中验证了该方程的正确性ꎻ最后ꎬ使用 Ｄｅｌｔａ 并联机构和陀螺仪进行了试验ꎬ得到了驱动滑块的加速度和竖直方向约束力数据ꎮ 研

究结果表明:使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和二阶影响系数矩阵对 Ｄｅｌｔａ 机构进行约束力分析ꎬ不仅能得到正确的约束力分析结果ꎬ还可以简

化分析过程ꎬ得到较为规范、简洁的球铰约束力方程ꎬ并大幅度降低理论推导过程的复杂度ꎻ该结果可以推广至其他并联机构的约

束力分析ꎬ为并联机构约束力分析提供新的方法ꎮ
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０　 引　 言

并联机构具有刚度好、运动精度高、易在线控制等

优点ꎬ在许多工业领域的应用广泛[１]ꎮ 对其进行动力

学分析对于并联机构的结构设计、动力学性能优化和

实时控制都具有重要的意义[２]６￣７ꎮ
对并联机构的动力学分析需要系统的方法[２]１１９ꎬ并

联机构的力学分析也是并联机构研究的基本问题[３￣５]ꎮ
目前ꎬ国内外在并联机构动力学分析方面取得了较大的

成果ꎬ常用的并联机构动力学分析方法有 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

法、Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ 法和 Ｋａｎｅ 方法[６￣７]ꎮ ＹＡＮＧ Ｄ Ｃ Ｈ[８]利

用 Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ 法研究了 Ｓｔｅｗａｒｔ 平台的逆动力学问题ꎻ
但该研究忽略了关节的摩擦和杆的力矩惯量ꎬ并且其假

设杆的中心位于杆的轴线上ꎮ ＪＩ Ｚｈｉ￣ｍｉｎｇ[９]在 １９９４ 年建

立了 Ｓｔｅｗａｒｔ 平台的动力学方程ꎬ并且该方程考虑了腿部

转动惯量对 Ｓｔｅｗａｒｔ 平台的影响ꎮ ＣＯＤＯＵＲＥＹ Ａ[１０]介绍

了基于拉格朗日方程和虚功原理的并联机构动力学建模

方法ꎬ其中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法是以能量为基础建立的动力学

的数学模型ꎬ该方法能够得到形式简洁的动力学方程ꎬ十
分适用于并联机构的动力学分析[１１]ꎻ但是ꎬ该方法的不足

之处是其无法进行约束力分析ꎬＫａｎｅ 方法亦然ꎮ 在多数

情况下ꎬＮｅｗｔｏｎ￣Ｅｕｌｅｒ 法被用于对并联机构的约束力进行

分析研究ꎬ但其过程复杂、方程数量庞大、易出错[１２ꎬ１３]ꎮ
综上ꎬ本文开展基于逆动力学的并联机构约束力

的分析研究ꎬ通过建立三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构的 Ｌａ￣
ｇｒａｎｇｅ 动力学模型ꎬ使用二阶影响系数矩阵求解滑块

的加速度ꎬ对三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构驱动滑块的约束

力进行分析和求解ꎬ为三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构结构设

计及控制系统设计提供理论依据ꎮ

１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学模型建立

本文所研究的三平移动 Ｄｅｌｔａ 并联机构如图 １ 所示ꎮ

图 １　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构

图 １ 中ꎬ该并联机构的主要组成部分有:固定平

台、导轨、滑块、连杆、动平台等ꎮ 当 ３ 个滑块以不同规

律运动的时候ꎬ动平台就可以实现沿 Ｘ、Ｙ、Ｚ 方向的平

动ꎬ以及各种耦合形式的运动ꎮ
为了便于后续分析ꎬ笔者将该并联机构进行简化ꎬ

机构位置结构简图如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 机构位置结构简图

图 ２ 中ꎬ固定平台简化为等边三角形 Ａ１Ａ２Ａ３ꎬ其外

接圆半径为 Ｒꎻ动平台简化为等边三角形 Ｂ１Ｂ２Ｂ３ꎬ其
外接圆半径为 ｒꎻ在动平台上建立动坐标系ꎬ动坐标系

原点位于动平台 Ｂ１Ｂ２Ｂ３ 的中心ꎬｘ 轴垂直于 Ｂ１Ｂ２ꎬｙ
轴平行于 Ｂ１Ｂ２ꎬｚ 轴由右手坐标系得到ꎻ在固定平台上

建立静坐标ꎬ原点 Ｏ 位于三角形 Ａ１Ａ２Ａ３ 的角平分线的

交点ꎬ坐标轴的建立和动平台相同ꎮ
该并联机构的主要结构参数如表 １ 所示ꎮ

表 １　 并联机构结构参数

杆长 Ｌ / ｍｍ 机床参数 Ｒ / ｍｍ 机床参数 ｒ / ｍｍ 导轨长 ａ / ｍｍ

１８５ １２０ ３３ ５００

　 　 本文研究的并联机构的材料为 ４５＃钢ꎬ动平台的

质量 ｍａ ＝ ０. ３３６ ｋｇꎬ滑块的质量为 ｍ１ ＝ ０. １６７ ｋｇꎬ连杆

的质量为 ｍ２ ＝ ０. ０２８ ｋｇꎮ
通过对该机构分析ꎬ得到该机构的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力

学模型[１４￣１６]ꎬ表示广义坐标 ｘ、ｙ、ｚ 方向上广义力:
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Ｆｙ ＝ ｍｏ ｖ̇ｙ ＋ ３
２ ｍ２ ｖ̇ｙ ＋ ｍ１∑

３

ｉ ＝ １

ｄｖｄｉ
ｄｔ Ｊｉ２ ＋ ｖｄｉ

ｄＪｉ２

ｄｔ
æ
è
ç

ö
ø
÷＋

ｍ２

２ ∑
３

ｉ ＝ １
ｖ̇ｚ ＋

ｄｖｄｉ
ｄｔ

æ
è
ç

ö
ø
÷Ｊｉ２ ＋ (ｖｚ ＋ ｖｄｉ)

ｄＪｉ２

ｄｔ[ ] －

ｍ１∑
３

ｉ ＝ １
ｖｄｉ

∂Ｊｉ１

∂ｙ ｖｘ ＋
∂Ｊｉ２

∂ｙ ｖｙ ＋
∂Ｊｉ３

∂ｙ ｖｚ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ] －

ｍ２

２ ∑
３

ｉ ＝ １
(ｖｚ ＋ ｖｄｉ)

∂Ｊｉ１

∂ｙ ｖｘ ＋
∂Ｊｉ２

∂ｙ ｖｙ ＋
∂Ｊｉ３

∂ｙ ｖｚ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ] ＋

(ｍ１ ＋ ｍ２)ｇ∑
３

ｉ ＝ １

∂ｚｉ
∂ｙ

Ｆｚ ＝ ｍｏ ｖ̇ｚ ＋ ｍ１∑
３

ｉ ＝ １

ｄｖｄｉ
ｄｔ Ｊｉ３ ＋ ｖｄｉ

ｄＪｉ３

ｄｔ
æ
è
ç

ö
ø
÷＋

ｍ２

２ ∑
３

ｉ ＝ １
ｖ̇ｚ ＋

ｄｖｄｉ
ｄｔ

æ
è
ç

ö
ø
÷(１ ＋ Ｊｉ３) ＋ (ｖｚ ＋ ｖｄｉ)

ｄＪｉ３

ｄｔ[ ] －

ｍ１∑
３

ｉ ＝ １
ｖｄｉ

∂ｖｄｉ
∂ｚ

æ
è
ç

ö
ø
÷＋

ｍ２

２ ∑
３

ｉ ＝ １
(ｖｚ ＋ ｖｄｉ)

∂ｖｄｉ
∂ｚ

æ
è
ç

ö
ø
÷[ ] ＋

(ｍ１ ＋ ｍ２)ｇ∑
３

ｉ ＝ １

∂ｚｉ
∂ｚ ＋ ｍ０ ｇ ＋ ３ｍ２ ｇ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１)

记为:
Ｆ ＝ [Ｆｘ Ｆｙ Ｆｚ] Ｔ (２)

通过力的雅各比矩阵得出在驱动滑块所需的驱动

力表达式为:
Ｆｄｉ ＝ [Ｆｄｉ Ｆｄ２ Ｆｄ３] Ｔ (３)

鉴于文章篇幅ꎬ此处不再详细列出其推导过程ꎮ

２　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构加速度分析

２. １　 三平移 Ｄｅｌｔａ 机构的二阶影响系数矩阵

根据三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构的性质可知ꎬ当确定 ３
个驱动滑块的输入位移 ｄ１、ｄ２、ｄ３ꎬ动平台的位姿可以

由其质心坐标 ｘ、ｙ、ｚ 唯一确定ꎮ
动平台的位姿可以表示为 Ｕ ＝ {ｘꎬｙꎬｚ} Ｔꎬ对应的 ３

个驱动滑块的位置为 ｄ ＝ {ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３} Ｔꎬ如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构简化图

根据图 ３ 可列出位移方程组:
ｘ ＝ ｆ１(ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３)
ｙ ＝ ｆ２(ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３)
ｚ ＝ ｆ３(ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４)

输入位移 ｄ１、ｄ２、ｄ３ 和输出广义坐标 ｘ、ｙ、ｚ 均随时

间变化ꎬ将式(４)对时间进行隐函数求导ꎬ可以得到:

ｘ̇ ＝
∂ｆ１
∂ｚ１

ｄ̇１ ＋
∂ｆ１
∂ｚ２

ｄ̇２ ＋
∂ｆ１
∂ｚ３

ｄ̇３ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂ｆ１
∂ｚｉ

ｄ̇ｉ

ｙ̇ ＝
∂ｆ２
∂ｚ１

ｄ̇１ ＋
∂ｆ２
∂ｚ２

ｄ̇２ ＋
∂ｆ２
∂ｚ３

ｄ̇３ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂ｆ２
∂ｚｉ

ｄ̇ｉ

ｚ̇ ＝
∂ｆ３
∂ｚ１

ｄ̇１ ＋
∂ｆ３
∂ｚ２

ｄ̇２ ＋
∂ｆ３
∂ｚ３

ｄ̇３ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂ｆ３
∂ｚｉ

ｄ̇ｉ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(５)

整理后可以得到其矩阵形式ꎬ即:

ｘ̇
ｙ̇
ｚ̇

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

∂ｆ１
∂ｄ１

∂ｆ１
∂ｄ２

∂ｆ１
∂ｄ３

∂ｆ２
∂ｄ１

∂ｆ２
∂ｄ２

∂ｆ２
∂ｄ３

∂ｆ３
∂ｄ１

∂ｆ２
∂ｄ２

∂ｆ３
∂ｄ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｄ̇１

ｄ̇２

ｄ̇３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(６)

Ｕ̇ ＝ [Ｇ] ｄ̇ (７)
式中:矩阵[Ｇ]—该三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构的一阶影响

系数矩阵(Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵) [１７]１８２￣１８５ꎮ
式(７)再次对时间求导ꎬ经简化整理后可得:

Ｕ̈ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
∑

３

ｊ ＝ １

∂２Ｕ
∂ｚｉ∂ｚ ｊ

ｄ̇ｉ ｄ̇ ｊ ＋ ∑
３

ｋ ＝ １

∂Ｕ
∂ｚｋ

ｄ̈ｋ (８)

式中:Ｕ̈—动平台广义坐标方向的加速度ꎬＵ̈ ＝ { ｘ̈ꎬ ｙ̈ꎬ
ｚ̈} Ｔꎻｄ̈—３ 个滑块竖直方向的加速度ꎬｄ̈ ＝ { ｚ̈１ꎬｚ̈２ꎬｚ̈３} Ｔꎮ

式(８)可以写成矩阵形式:
Ｕ̈ ＝ ｄ̇Ｔ[Ｈ] ｄ̇ ＋ [Ｇ] ｄ̈ (９)

式中:[Ｈ]—该并联机构的二阶段影响矩阵(Ｈｅｓｓｉａｎ 矩

阵)[１７]１８６￣１９０ꎮ
从式(８ꎬ９)可得到二阶段影响矩阵的表达式为:

[Ｈ] ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
∑

３

ｊ ＝ １

∂２Ｕ
∂ｚｉ∂ｚ ｊ

(１０)

将二阶段影响矩阵展开ꎬ有:

[Ｈ] ＝

∂２Ｕ
∂ｄ１∂ｄ１

∂２Ｕ
∂ｄ１∂ｄ２

∂２Ｕ
∂ｄ１∂ｄ３

∂２Ｕ
∂ｄ２∂ｄ１

∂２Ｕ
∂ｄ２∂ｄ２

∂２Ｕ
∂ｄ２∂ｄ３

∂２Ｕ
∂ｄ３∂ｄ１

∂２Ｕ
∂ｄ３∂ｄ２

∂２Ｕ
∂ｄ３∂ｄ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒ３ × ３ × ３ (１１)

由式(１１)可以看出ꎬ二阶影响系数矩阵[Ｈ]是一个

三维立体矩阵ꎬ即二阶影响系数矩阵中的每个元素均为

一个 ３ ×１ 的列向量ꎮ 每个元素表达式为[１７]１８９￣１９０:
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Ｈｉｊ ＝
∂２Ｕ
∂ｄｉｄ ｊ

＝ ∂２ ｆ１
∂ｄｉ∂ｄ ｊ

ꎬ
∂２ ｆ２

∂ｄｉ∂ｄ ｊ
ꎬ

∂２ ｆ３
∂ｄｉ∂ｄ ｊ

{ }
Ｔ

(１２)

２. ２　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构加速度分析和计算

设执行机构的加速度表示为:ａ０ ＝ {ａｘꎬａｙꎬａｚ} Ｔꎬ３

个滑块的加速度为:ａｄ ＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３} Ｔꎬ根据式(９)可以

求出驱动滑块加速度ꎬ即:
ａｄ ＝ ｖＴ

０[Ｈｄ]ｖ０ ＋ [Ｊ]ａ０(ｄ ＝ １ꎬ２ꎬ３) (１３)
式中:ｖ０—动平台的速度ꎬｖ０ ＝ { ｖｘꎬｖｙꎬｖｚ} Ｔꎻ[Ｊ]—一阶

影响系数矩阵ꎬ式 (７) 中矩阵 [Ｇ] 的逆矩阵ꎻ[Ｈｄ ]
{ｄ ＝ １ꎬ２ꎬ３}—二阶影响系数矩阵ꎮ

[Ｈｄ]展开后的表达式为:

[Ｈ１] ＝

∂２ ｆ１
∂ｘ∂ｘ

∂２ ｆ１
∂ｘ∂ｙ

∂２ ｆ１
∂ｘ∂ｚ

∂２ ｆ１
∂ｙ∂ｘ

∂２ ｆ１
∂ｙ∂ｙ

∂２ ｆ１
∂ｙ∂ｚ

∂２ ｆ１
∂ｚ∂ｘ

∂２ ｆ１
∂ｚ∂ｙ

∂２ ｆ１
∂ｚ∂ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１４)

[Ｈ２] ＝

∂２ ｆ２
∂ｘ∂ｘ

∂２ ｆ２
∂ｘ∂ｙ

∂２ ｆ２
∂ｘ∂ｚ

∂２ ｆ２
∂ｙ∂ｘ

∂２ ｆ２
∂ｙ∂ｙ

∂２ ｆ２
∂ｙ∂ｚ

∂２ ｆ２
∂ｚ∂ｘ

∂２ ｆ２
∂ｚ∂ｙ

∂２ ｆ２
∂ｚ∂ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１５)

[Ｈ３] ＝

∂２ ｆ３
∂ｘ∂ｘ

∂２ ｆ３
∂ｘ∂ｙ

∂２ ｆ３
∂ｘ∂ｚ

∂２ ｆ３
∂ｙ∂ｘ

∂２ ｆ３
∂ｙ∂ｙ

∂２ ｆ３
∂ｙ∂ｚ

∂２ ｆ３
∂ｚ∂ｘ

∂２ ｆ３
∂ｚ∂ｙ

∂２ ｆ３
∂ｚ∂ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１６)

在该并联机构的动平台添加空间圆锥螺旋线的运

动轨迹ꎬ其曲线方程为:
ｘｍ ＝ １５ｔｃｏｓ(πｔ)
ｙｍ ＝ １５ｔｓｉｎ(πｔ)
ｚｍ ＝ ５ｔ

ì

î

í

ïï

ïï
(１７)

在该运动轨迹下ꎬ使用ＭＡＴＬＡＢ 求解三平移Ｄｅｌｔａ 机构

３个驱动滑块的加速度ꎬ得到的加速度时间曲线如图４所示ꎮ

图 ４　 三平移 Ｄｅｌｔａ 机构加速度时间曲线(ＭＡＴＬＡＢ)

图 ４ 中ꎬ从左向右依次为驱动滑块 １、滑块 ２ 和滑

块 ３ 的加速度时间曲线.

２. ３　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构加速度仿真分析

在 ＡＤＡＭＳ 中建立该并联机构的虚拟样机ꎬ如图 ５
所示ꎮ

图 ５　 三平移 Ｄｅｌｔａ 机构加速度时间曲线

在并联机构虚拟样机的动平台上添加运动驱动ꎬ
运动驱动轨迹方程如式(１７)所示ꎮ 图 ５ 为 Ｄｅｌｔａ 并联

机构的运动仿真ꎬ显示出动平台的运动轨迹为空间圆

锥螺旋线[１８￣１９]ꎮ
仿真完成后ꎬ可得 ３ 个驱动滑块的加速度时间曲

线ꎬ如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 三平移 Ｄｅｌｔａ 机构加速度时间曲线(ＡＤＡＭＳ)

图 ６ 中ꎬ从左至右依次为滑块 １、滑块 ２、滑块 ３ 的

加速度时间曲线ꎮ
在图 ４ 中ꎬｔ ＝ １ ｓ 时ꎬ滑块一的加速度 ａ１ ＝ ０. ０７９ ９

ｍ / ｓ２ꎻｔ ＝ ２ ｓ 时ꎬ滑块二加速度 ａ２ ＝ － ０. ０４５ ｍ / ｓ２ꎻｔ ＝
３ ｓ时ꎬ滑块三的加速度为 ａ３ ＝ ０. ２１ ｍ / ｓ２ꎮ

而在图 ６ 中ꎬ即 ＡＤＡＭＳ 的仿真结果中ꎬｔ ＝ １ ｓꎬ滑
块一的加速度 ａ１ ＝ ０. ０７９ ９ ｍ / ｓ２ꎻｔ ＝ ２ ｓ 时ꎬ滑块二的

加速度 ａ２ ＝ ０. ０４５ ｍ / ｓ２ꎻ ｔ ＝ ３ ｓ 时ꎬ滑块三的加速度

ａ３ ＝ ０. ２１ ｍ / ｓ２ꎮ 可以看出ꎬＡＤＡＭＳ 仿真得到加速度

的值与在 ＭＡＴＬＡＢ 数值计算的结果吻合ꎬ验证了该加

速度逆解数学模型的正确性ꎬ也证明了 ＡＤＡＭＳ 仿真
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的正确性ꎮ

３　 驱动滑块约束力分析

３. １　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构的约束力分析基础

为方便三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构约束力的分析ꎬ需
要做一些准备工作ꎬ具体如下:

(１)以驱动滑块 １ 为例ꎬ设动平台中心坐标在静

坐标系中表示为 Ｏｍ(ｘｍꎬｙｍꎬｚｍ)ꎬ与驱动滑块 １ 相连的

连杆 Ｂ１Ｃ１ 两端的坐标点分别用 Ｂ１ 和 Ｃ１ 表示:

Ｂ１
ｒ
２ ＋ ｘｍꎬ

－ ３ ｒ
２ ＋ ｙｍꎬｚｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１８)

Ｃ１
Ｒ
２ ꎬ － ３Ｒ

２ ꎬｄ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１９)

可以得到连杆 Ｂ１Ｃ１ 的向量为:

Ｂ１Ｃ１
→ ＝ Ｒ

２ － ｒ
２ － ｘｍꎬ

－ ３Ｒ
２ ＋ ３ ｒ

２ － ｙｍꎬｄ１ － ｚｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

(２０)
根据并联机构的运动学反解ꎬ在已知动平台位姿

时ꎬ３ 个驱动滑块的 Ｚ 方向位移可以表示为 ｄ１、ｄ２ 和

ｄ３:

ｄ１ ＝ ｚｍ ＋ ｌ２ － １
２ (Ｒ － ｒ) － ｘｍæ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ３
２ (Ｒ － ｒ) ＋ ｙｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄ２ ＝ ｚｍ ＋ ｌ２ － １
２ (Ｒ － ｒ) － ｘｍæ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ３
２ (Ｒ － ｒ) － ｙｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄ３ ＝ ｚｍ ＋ ｌ２ － (Ｒ － ｒ ＋ ｘｍ)２ － ｙ２
ｍ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(２１)
篇幅所限ꎬ这里不再给出其具体求解过程ꎮ
(２)该 Ｄｅｌｔａ 并联机构的 ３ 个分支均为 ４Ｓ 闭环ꎬ

并且为平行四边形ꎬ如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 Ｄｅｌｔａ 机构 ４Ｓ 平行四边形闭环

球铰 １、２ 处连接驱动滑块ꎬ球铰 ３、４ 处连接动平

台ꎬ根据螺旋理论可以知道ꎬ球铰 １、２ 处的约束力方向

均是沿着分杆 １３ 和分杆 ２４ 的轴向[２０]ꎬ本文将该并联

机构进行简化ꎮ
在图 ７ 中ꎬ笔者将 ４Ｓ 平行四边形机构简化成一个

连杆ꎬ即球铰 １ 和 ２ 合并ꎬ３ 和 ４ 合并ꎮ
驱动滑块受力分析图 ８ 所示ꎮ

图 ８　 驱动滑块受力分析图

(３)连杆 Ｂ１Ｃ１ 约束力分析如图 ９ 所示ꎮ

图 ９　 连杆 Ｂ１Ｃ１ 约束力分析

图 ９ 中ꎬ在连杆 Ｂ１Ｃ１ 中ꎬ作用在滑块 １ 中球铰的

约束力方向沿向量连杆 Ｂ１Ｃ１ 轴线方向ꎮ 为了方便求

解连杆两端球铰水平方向约束力ꎬ笔者在连杆 Ｂ１Ｃ１ 两

端球铰球心处添加两个局部坐标系 Ｏｌ － ｘｌｙｌｚｌ 和 Ｏｐ －
ｘｐｙｐｚｐꎬ两个局部坐标系的 Ｘ、Ｙ、Ｚ 轴均和世界坐标系

的 Ｘ、Ｙ、Ｚ 轴方向一致ꎮ

３. ２　 约束力竖直方向分力求解及仿真

根据前面的分析ꎬ可以得到驱动滑块竖直方向受

力情况ꎬ如图 １０ 所示ꎮ

图 １０　 驱动滑块受力分析图

该并联机构的材质为铁ꎬ滑块 １ 上的驱动力为

Ｆ１ꎬ加速度为 ａｄ１ꎬ球铰处对驱动滑块在竖直方向的约

束力分力用 Ｆ２１表示ꎮ 根据图 １０ꎬ在忽略摩擦力的前

体下ꎬ滑块 １ 竖直方向的受力为:
Ｆ１ ＋ Ｆｇ ＋ Ｆ２１ ＝ｍａ (２２)

笔者在 ＭＡＴＬＡＢ 对式(２２)进行求解ꎬ得到球铰竖

直方向的分力如图 １１ 所示ꎮ
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图 １１　 ＭＡＴＬＡＢ 中驱动滑块 １ 处球铰约束竖直方向分力

笔者在 ＡＤＡＭＳ 中对该并联机构进行动力学仿真ꎬ
给 ３ 个驱动滑块添加驱动ꎬ动平台运动轨迹如式(１７)ꎮ

对驱动滑块处球铰约束力竖直分力进行求解ꎬ得
到球铰的约束力竖直方向受力如图 １２ 所示ꎮ

图 １２　 ＡＤＡＭＳ 中驱动滑块 １ 处约束力的竖直方向分力

从图 １１、图 １２ 可以看出:两者的结果吻合ꎬ验证

了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和二阶影响系数矩阵对球铰连接处竖

直方向约束力分析结果的正确性ꎮ

３. ３　 约束力水平方向分力分析

对约束力水平方向分力的分析将会涉及到连杆ꎬ
需要建立连杆的质心连体坐标系 ｏｌ － ｘｌｙｌｚｌ 和质心平

动坐标系 ｏｐ － ｘｐｙｐｚｐꎬ对连杆的转动惯量进行坐标间变

换ꎬ这里研究对象为连杆 Ｂ１Ｃ１ꎮ
质心平动坐标系的坐标原点定义在连杆质心ꎬ坐

标轴平行于该并联机构的静坐标系各坐标轴ꎮ 各轴单

位向量分别为 􀭳ｘｐ (１ꎬ０ꎬ０)ꎬ􀭳ｙｐ (０ꎬ１ꎬ０)ꎬ􀭳ｚｐ (０ꎬ０ꎬ１)ꎬ如
图 １３ 所示ꎮ

图 １３　 连杆的连体坐标系和质心平动坐标系

质心连体坐标系的原点仍定义在连杆 Ｂ１Ｃ１ 质心

处ꎬ质心连体坐标系的 Ｚ 轴正向单位向量定义如式

(２３)所示ꎬ根据该并联机构的结构尺寸ꎬ得到其表达

式为式(２４)ꎬ为了便于表达ꎬＺ 轴正向单位向量在静

坐标系各轴分量用 ｚｌ１、ｚｌ２、ｚｌ３表示ꎬ即:

􀭳ｚｌ ＝
Ｂ１Ｃ１

→

｜Ｂ１Ｃ１
→｜

(２３)

􀭳ｚｌ ＝ ( ｚｌ１ꎬｚｌ２ꎬｚｌ３) ＝

１
ｌ ∗

Ｒ
２ － ｒ

２ － ｘｍꎬ － ３ Ｒ
２ ＋ ３ ｒ

２ － ｙｍꎬｄ１ － ｚｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

(２４)
坐标系 ｏｌ － ｘｌｙｌｚｌ 的其他坐标轴的正向单位向量

定义表达式为:

􀭳ｘｌ ＝ (ｘｌ１ꎬｘｌ２ꎬｘｌ３) ＝
􀭳ｘｐ ×􀭳ｚｌ
｜ 􀭳ｘｐ ×􀭳ｚｌ ｜

＝ １
ｚ２２ ＋ ｚ２３

(０ꎬ － ｚ３ꎬｚ２)

(２５)
􀭳ｙｌ ＝􀭳ｚｌ × 􀭳ｘｌ ＝ (ｙｌ１ꎬｙｌ２ꎬｙｌ３) ＝

ｚ２２ ＋ ｚ２３ ꎬ
－ ｚ１ ｚ２
ｚ２２ ＋ ｚ２３

ꎬ
－ ｚ１ ｚ３
ｚ２２ ＋ ｚ２３

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２６)

根据式(２４ ~ ２６)ꎬ可以确定出质心连体坐标系

ｏ１ －ｘ１ｙ１ｚ１相对于质心平动坐标系的方向余弦矩阵为:

Ｃｐｌ ＝

ｘｌ１ ｘｌ２ ｘｌ３

ｙｌ１ ｙｌ２ ｙｌ３

ｚｌ１ ｚｌ２ ｚｌ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(２７)

根据刚体的惯量张量在连心坐标系间的变换公

式[２１]ꎬ已知连杆 Ｂ１Ｃ１ 在质心连体坐标系下的惯性张

量 Ｉｌ 和连体坐标系相对于质心平动坐标系的方向余

弦矩阵 Ｃｐｌꎬ可以求出连杆 Ｂ１Ｃ１ 在质心平动坐标系的

惯性张量 Ｉｐꎮ 连体坐标系 Ｏ１ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 为连杆的惯性主

轴坐标系ꎬ可知连杆在质心平动坐标系中的转动惯性

张量 Ｉｐꎬ即:
Ｉｐ ＝ [Ｃｐｉ]∗Ｉｌ∗[Ｃｐｉ] Ｔ (２８)

经分解后得到的连杆所受约束力如图 １４ 所示ꎮ

图 １４　 连杆的所受约束力分解
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根据上述分析以及刚体一般运动微分方程(８)ꎬ
可以写出连杆沿质心平动坐标系的 ｘｐ 轴方向的受力

平衡方程和绕 ｙｐ 轴的力矩平衡方程ꎬ即:
Ｆｐ

ｘ１ ＋ Ｆｐ
ｘ２ ＝ ２ｍｌａｐ

ｘ

(Ｆｐ
ｘ２ － Ｆｐ

ｘ１) ｚｌ３∗
１
２ ＋ (Ｆｐ

ｚ２ － Ｆｐ
ｚ１) ｚｌ１∗

１
２ ＝

２( Ｉｐｙｙｗ
􀅰

ｐ
ｙ ＋ ( Ｉｐｘｘ － Ｉｐｚｚ)ｗｐ

ｘｗｐ
ｚ )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２９)

式中:Ｆｐ
ｘ１—球铰 Ｃ１ 的约束力在质心平动坐标系中沿

ｏｐｘｐ 轴的水平分力ꎻＦｐ
ｘ２—球铰 Ｂ１ 的约束力在质心平

动坐标系中沿 ｏｐｘｐ 轴的水平分力ꎻＦｐ
ｚ１—球铰 Ｃ１ 的约

束力在质心平动坐标系中沿 ｏｐｚｐ 轴的竖直分力ꎻＦｐ
ｚ２—

球铰 Ｂ１ 的约束力在质心平动坐标系中沿 ｏｐｚｐ 轴的竖

直分力ꎻｍｌ—连杆质量ꎻａｐ
ｘ—连杆 Ｂ１Ｃ１ 在质心平动坐

标系中沿 ｏｐｘｐ 方向的直线加速度ꎻｗ̇ｐ
ｙ—连杆 Ｂ１Ｃ１ 在

质心平动坐标系中绕 ｏｐｙｐ 的角加速度ꎻｗｐ
ｘ—连杆 Ｂ１Ｃ１

在质心平动坐标系中绕 ｏｐｘｐ 的角速度ꎻｗｐ
ｚ—连杆 Ｂ１Ｃ１

在质心平动坐标系中绕 ｏｐｚｐ 的角速度ꎻＩｐｘｘ—连杆 Ｂ１Ｃ１

在质心平动坐标系中绕 ｏｐｘｐ 轴的转动惯量ꎻＩｐｙｙ—连杆

Ｂ１Ｃ１ 在质心平动坐标系中 ｏｐｙｐ 绕轴的转动惯量ꎻＩｐｚｚ—
连杆 Ｂ１Ｃ１ 在质心平动坐标系中绕 ｏｐｚｐ 轴的转动惯量ꎮ

由于连杆 Ｂ１Ｃ１ 为二力杆ꎬ故球铰 Ｂ１ 和 Ｃ１ 的约束

分量存在以下关系ꎬＦｐ
ｚ１为已知量ꎬ即:
Ｆｐ

ｘ１ ＝ － Ｆｐ
ｘ２

Ｆｐ
ｙ１ ＝ － Ｆｐ

ｙ２

Ｆｐ
ｚ１ ＝ － Ｆｐ

ｚ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３０)

通过 ＭＡＴＬＡＢ 对式(２９)进行解算ꎬ并在 ＡＤＡＭＳ
中获取对应球铰的水平方向 Ｘ 轴约束力ꎮ

ＭＡＴＬＡＢ 中球铰 Ｃ１ 的 Ｘ 方向分力如图 １５ 所示ꎮ

图 １５　 ＭＡＴＬＡＢ 中计算得出球铰 Ｃ１ 的 Ｘ 方向分力

ＡＤＡＭＳ 中球铰 Ｃ１ 的 Ｘ 方向分力如图 １６ 所示ꎮ
在该并联机构的 ＡＤＡＭＳ 仿真模型中ꎬ一个分支

有 ４ 个球铰ꎬ而文中的数学计算模型对分支球铰进行

了合并ꎬ故 ＡＤＡＭＳ 仿真对一个分支中同一端的两个

球铰在 Ｘ 方向的约束分力进行求和ꎮ

图 １６　 ＡＤＡＭＳ 中计算得出球铰 Ｃ１ 的 Ｘ 方向分力

由图(１５ꎬ１６)可看出:在 ＭＡＴＬＡＢ 和 ＡＤＡＭＳ 中ꎬ
计算得到的球铰约束力的 Ｘ 方向分力比较接近ꎬ存在

的细微偏差是由于合理假设导致的ꎬ该结果验证了本

文对约束力分析的正确性ꎮ
球铰约束力的 Ｙ、Ｘ 方向分量分析过程类似ꎬ此处

不再重复ꎮ

４　 实验验证

为了验证本文的结论ꎬ笔者使用现有的三平移

Ｄｅｌｔａ 并联机构运动平台进行实验ꎬ如图 １７ 所示ꎮ

图 １７　 三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构

图 １７ 中ꎬ该并联机构的控制单元采用 Ａｒｄｕｉｎｏ 板ꎬ对
执行机构进行轨迹规划ꎬ使其运动轨迹如图５ 中的螺旋线ꎮ

笔者使用 ＭＰＵ￣６０５０ 加速度计采集驱动滑块 １ 的

竖直方向的加速度数据ꎬ并使用均值滤波得到较平滑

的数据ꎻ在 ＭＡＴＬＡＢ 中打开该加速度文件ꎬ并绘制折

线图ꎬ如图 １８ 所示ꎮ

图 １８　 ＭＰＵ￣６０５０ 加速度计采集的滑块 １ 的加速度数据
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笔者根据式(２２)和滑块 １ 的竖直方向加速度数

据得到其竖直方向的合外力ꎬ如图 １９ 所示ꎮ

图 １９　 实验所得的滑块 １ 所受合外力

从图１９ 中可以看到:驱动滑块１ 的合外力和图１１ 中

通过公式计算所得的合外力数据趋势吻合ꎻ其最大值、最
小值也比较接近ꎮ 该结果验证了本文结论的正确性ꎮ

５　 结束语

本研究使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和二阶影响系数矩阵ꎬ
建立了三平移 Ｄｅｌｔａ 并联机构驱动滑块球铰处的约束

力方程ꎬ运用 ＭＡＴＬＡＢ 对约束力方程进行了求解ꎬ并
用 ＡＤＡＭＳ 方程对约束力方程进行了验证ꎻ最后ꎬ通过

实验数据对仿真结果进行了验证ꎮ
研究结果表明:
(１)使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和二阶影响系数矩阵建立的

约束力方程ꎬ其表达式规范、简洁ꎬ方程数量减少约 １ / ２ꎻ
(２)将二阶影响系数矩阵和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程结合ꎬ

分析并联机构的约束力ꎬ简化了约束力的推导过程ꎬ得
到的约束力分析结果准确ꎬ有一定程度的方法创新ꎮ

下一阶段ꎬ笔者将会把本研究成果推广应用到其

他构型的并联机构ꎬ以提升该约束力算法的通用性、稳
定性和运算速度ꎻ并且ꎬ笔者还将致力于开发具有自主

知识产权的并联机构专用三维动力学分析软件系统ꎮ
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