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摘要:针对目前圆弧齿线圆柱齿轮尚无显示的接触应力计算理论公式ꎬ以分析参数对其接触应力影响的问题ꎬ采用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模

型ꎬ建立了圆弧齿线圆柱齿轮的设计参数(齿宽、模数、压力角、齿线半径)与圆弧齿线圆柱齿轮接触应力之间的显示数学模型ꎮ 同

时采用鲸鱼优化算法(ＷＯＡ)对 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型变异函数的参数进行了优化ꎬ利用优化变异函数参数的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型ꎬ建立了齿轮

设计参数与接触应力之间的显示数学模型ꎬ并在 ＭＡＴＬＡＢ 仿真平台中进行了验证ꎮ 仿真及研究结果表明:改进后算法的精度评价

指标得到了提升ꎬ预测误差范围由[ － ２ꎬ４]缩小到[０ꎬ３]ꎬ模型精度得到了明显的提高ꎻ该研究结果能够为其优化设计参数ꎬ并为研

究各参数对其接触应力影响的显著性分析提供更加精确的数学模型ꎮ
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０　 引　 言

齿轮被广泛应用于工业的各个行业[１]ꎬ其中ꎬ渐
开线圆柱齿轮是应用最广泛的圆柱齿轮ꎮ 但渐开线圆

柱齿轮中ꎬ直齿圆柱齿轮的承载力有限ꎻ而斜齿轮则存

在轴向力ꎬ人字齿轮的加工工艺又过于复杂ꎬ故渐开线

齿轮都存在种种的不足[２]ꎮ
为解决渐开线齿轮的不足ꎬ日本学者长谷川吉三

郎等人[３] 提出了一种新型圆弧齿线齿轮传动装置ꎮ
这种新型的齿轮传动具有啮合性能好、重合度高、无轴

向力、传动平稳等优点ꎮ 针对这种齿轮ꎬ学者们也进行

了深入的研究ꎮ Ｔｓｅｎｇ 等人[４￣７]先后对其数学模型、根切

条件、接触等方面进行了研究ꎻ曹磊等人[８] 对圆弧齿线

齿轮的精确三维建模方式进行了研究ꎻ马登秋等人[９]研

究了其接触分布ꎻ陈帅等人[１０]研究了其动态接触ꎻ王虹

等人[１１￣１３]针对圆弧齿线齿轮的接触性能进行了研究ꎮ
为研究圆弧齿线齿轮设计参数对其接触应力的影

响ꎬ笔者提出利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型来建立圆弧齿线齿

轮的设计参数(齿宽、模数、压力角、齿线半径)与圆弧

齿轮接触应力的数学模型ꎻ为提高 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的建模

精度ꎬ笔者采用鲸鱼优化算法(ＷＯＡ)对传统 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型变异函数的参数进行优化ꎮ

１　 圆弧齿轮数学模型

根据其成形原理[１４￣１６]ꎬ圆弧齿线圆柱齿轮的成形

原理坐标系如图 １ 所示ꎮ

图 １　 圆弧齿线圆柱齿轮成形原理坐标系

Ｒ—加工齿坯的分度圆半径ꎻＲＴ—加工刀具的刀盘半径ꎻ

Ｒｎ—加工刀具分度圆切线方向上内刃半径ꎻＲｗ—加工刀具分

度圆切线方向上外刃半径ꎬＲｗ ＝ ＲＴ ＋ πｍ / ４ꎻｍ—齿轮模数ꎻω—

加工刀具的刀盘旋转角速度ꎻＶＴ—加工刀具的刀盘移动速度

图 １ 中ꎬＳ(Ｏ—ＸＹＺ) 为 静 止 坐 标 系ꎬ
Ｓ１(Ｏ１—Ｘ１Ｙ１Ｚ１) 为齿坯固化坐标ꎬＳＴ(ＯＴ—ＸＴＹＴＺＴ) 为

刀具坐标ꎻ它以 ＶＴ ＝ Ｒ × ω 的速度相对于 Ｓ(Ｏ—ＸＹＺ)
坐标移动ꎮ

在 ＳＴ(ＯＴ—ＸＴＹＴＺＴ) 坐标系统中ꎬ刀具切制过程

中所形成的曲面参数方程的矢量表达式为:
ｒＴ
→ ＝ － ( ± ｑ ｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｃｏｓθ ιＴ

→ ＋
( ± ｑ ｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｓｉｎθ ＪＴ

→ ＋ ｑ ｃｏｓα ｋＴ
→ (１)

式中:ａ— 加工刀具切削刃的压力角ꎻθ— 齿坯当前包络

点到中间截面的转角ꎻｑ— 刀盘坐标系中刀具切削面上

的点沿切削锥面母线方向距离包络参考点的长度ꎮ
将 ＳＴ(ＯＴ—ＸＴＹＴＺＴ) 变换到 Ｓ(Ｏ—ＸＹＺ)ꎬ其坐标

转换关系为:

Ｔ０Ｔ ＝

１ ０ ０ Ｒφ ＋ ＲＴ

０ ０ １ Ｒ
０ １ ０ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２)

将 Ｓ(Ｏ—ＸＹＺ) 变换到 Ｓ１(Ｏ１—Ｘ１Ｙ１Ｚ１)ꎬ其坐标

转换关系为:

Ｔ１０ ＝

ｃｏｓφ － ｓｉｎφ ０ ０
ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(３)

如果将 ＳＴ(ＯＴ—ＸＴＹＴＺＴ) 转换到 Ｓ(Ｏ—ＸＹＺ)ꎬ则
坐标变换矩阵为:Ｔ１Ｔ ＝ Ｔ１０Ｔ０Ｔꎮ

１. １　 刀具曲面的单位法向矢量 􀭸ｎ

刀具曲面方程为:
ｒｄｑ
→ ＝ ± ｓｉｎαｃｏｓθ ｌＴ

→
± ｓｉｎαｓｉｎθ ｊＴ

→
＋ ｃｏｓα ｋＴ

→

ｒｄθ
→ ＝ － ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ＋ πｍ / ４)ｓｉｎθ ｉＴ

→
＋

　 　 ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ＋ πｍ / ４)ｃｏｓθ ｊＴ
→

ì

î

í

ïï

ïï
(４)

则刀具曲面的单位法向矢量ｎ
→

为:

ｎ
→

＝
ｒｄｑ
→ × ｒｄθ

→

｜ ｒｄｑ
→ × ｒｄθ

→ ｜
＝ － ｃｏｓαｃｏｓθ ｉＴ

→
－ ｃｏｓαｓｉｎθ ｊＴ

→
± ｓｉｎα ｋＴ

→

(５)

１. ２　 刀具和齿轮在啮合点的相对速度ｖ
→１２

由于:
λ
→

＝ Ｏ１ＯＴ
→ ＝ (Ｒφ ＋ ＲＴ) ｉＴ

→
＋ Ｒ ｋＴ

→ (６)
则刀具与齿轮在啮合点处的相对速度为:

　 ｖ
→１２ ＝ ω

→１２ × ｒ
→１ ＋ ｄλ

ｄｔ － ω
→２ × λ

→
＝

－ ω１ｑ ｃｏｓα ιＴ
→
－ω１(± ｑ ｓｉｎ α ＋ ＲＴ ＋πｍ/ ４)ｃｏｓ θ ｋＴ

→ ＋
ω１Ｒ ιＴ

→ － [ω１Ｒ ιＴ
→ － ω１(Ｒφ ＋ ＲＴ) ｋＴ

→] ＝
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－ ｑ ｃｏｓ αω１ ιＴ
→ － [( ± ｑ ｓｉｎ α ＋ ＲＴ ＋ πｍ/ ４)ｃｏｓθ ＋

(Ｒφ ＋ ＲＴ)]ω１ ｋＴ
→ (７)

１. ３　 啮合函数 Г

基于啮合原理ꎬ啮合函数表示如下:
Γ ＝ ｎ

→
􀅰ｖ

→１２ ＝ ０ (８)
因为 ω１ ≠０ꎬ由上式可以得出:

ｑ ＝∓ ｓｉｎα
ｃｏｓθ(ＲＴ ＋ πｍ / ４) ＋ (Ｒφ ＋ ＲＴ)

ｃｏｓθ (９)

１. ４　 共轭曲面

将式(９) 代入式(１) 中ꎬ则刀具与被加工齿轮接

触线方程为:
ｘＴ ＝ － ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｃｏｓθ
ｙＴ ＝ ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｓｉｎθ
ｚＴ ＝ ｑｃｏｓα

ｑ ＝∓ ｓｉｎα
ｃｏｓθ(ＲＴ ＋ πｍ / ４) ＋ (Ｒφ ＋ ＲＴ)

ｃｏｓθ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１０)
将 ＳＴ(ＯＴ—ＸＴＹＴＺＴ) 中 的 坐 标 转 换 到

Ｓ１(Ｏ１—Ｘ１Ｙ１Ｚ１) 后ꎬ可以获得所切制齿轮的齿面方程为:
ｘ１ ＝ [ － ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｃｏｓθ ＋
　 　 Ｒφ ＋ ＲＴ]ｃｏｓφ － (ｑｃｏｓα ＋ Ｒ)ｓｉｎφ
ｙ１ ＝ [ － ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｃｏｓθ ＋
　 　 Ｒφ ＋ ＲＴ]ｓｉｎφ ＋ (ｑｃｏｓα ＋ Ｒ)ｃｏｓφ
ｚ１ ＝ ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ / ４)ｓｉｎθ

ｑ ＝∓ ｓｉｎα
ｃｏｓθ(ＲＴ ＋ πｍ / ４) ＋ (Ｒφ ＋ ＲＴ)

ｃｏｓθ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(１１)

１. ５　 瞬时接触线

啮合函数 Г ＝ Г(ｑꎬθꎬφ) 是参数变量 ｑꎬθꎬφ 的函

数ꎮ因为 φ１ ＝ ω１ ｔꎬ在此将 φ１ 看作是某一瞬时代入 Г的

一个函数ꎬ从而可得到此刻齿条刀具和齿坯的瞬时接

触线的函数表达式ꎮ
如果把任意时刻的 φ１ 值代入式(７)ꎬ就能得到整

个表面的接触线方程为:

ｘＴ ＝ － (１ ＋ ｓｉｎ２α)(ＲＴ ± πｍ/ ４) ＋ ｓｉｎ２α
Ｒφ ＋ ＲＴ

ｃｏｓθ[ ]ｃｏｓθ

ｙＴ ＝ (１ ＋ ｓｉｎ２α)(ＲＴ ± πｍ/ ４) ＋ ｓｉｎ２α
Ｒφ ＋ ＲＴ

ｃｏｓθ[ ]ｓｉｎθ

ｚＴ ＝∓ｓｉｎαｃｏｓα ＲＴ ± πｍ/ ４ ＋
Ｒφ ＋ ＲＴ

ｃｏｓθ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１２)

１. ６　 齿廓方程

在齿轮轴向中间截面ꎬ由其展成坐标系可知:ｂ ＝

０ꎬ那么 θ 也为零ꎮ将这两个值代入式(１１) 中ꎬ得到中

间截面的齿廓方程为:
ｘ１ ＝ [ － ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ/ ４) ＋ Ｒφ ＋ ＲＴ]ｃｏｓφ －
　 　 (ｑｃｏｓα ＋ Ｒ)ｓｉｎφ
ｙ１ ＝ [ － ( ± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ/ ４) ＋ Ｒφ ＋ ＲＴ]ｓｉｎφ ＋
　 　 (ｑｃｏｓα ＋ Ｒ)ｃｏｓφ
ｑ ＝∓ ｓｉｎα(ＲＴ ＋ πｍ/ ４ ＋ Ｒφ ＋ ＲＴ)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１３)
根据式(１３) 可以看出ꎬ该齿轮轴向对称面的齿廓

形状为渐开线ꎮ
同理ꎬ在轴向非对称面上ꎬ令 ｚ１ ＝ ｂꎬ根据式(１１)

中 Ｚ１ 和 ｑ 的表达式ꎬ可以得到:
φ ＝ {[ － ｂ / ｔａｎθ ＋ (ＲＴ ± πｍ / ４)ｃｏｓθ] / ｓｉｎ２α －

(ＲＴ ＋ πｍ / ４)ｃｏｓθ － ＲＴ} / Ｒ (１４)
从而可得到非中间截面的齿廓的表达式为:

ｘＴ ＝ [－ (± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ/ ４)ｃｏｓθ ＋ Ｒφ ＋ ＲＴ]ｃｏｓφ －
　 　 (ｑｃｏｓα ＋ Ｒ)ｓｉｎφ
ｙＴ ＝ [－ (± ｑｓｉｎα ＋ ＲＴ ± πｍ/ ４)ｃｏｓθ ＋ Ｒφ ＋ ＲＴ]ｓｉｎφ ＋
　 　 (ｑｃｏｓα ＋ Ｒ)ｃｏｓφ

ｑ ＝∓ｓｉｎα
ｃｏｓθ(ＲＴ ＋ πｍ/ ４) ＋ (Ｒφ ＋ ＲＴ)

ｃｏｓθ
φ ＝ {[－ ｂ / ｔａｎθ ＋ (ＲＴ ± πｍ/ ４)ｃｏｓθ] / ｓｉｎ２α －
　 　 (ＲＴ ＋ πｍ/ ４)ｃｏｓθ － ＲＴ} / Ｒ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１５)

２　 基于有限元的圆弧齿线圆柱齿轮

接触应力分析

　 　 基于有限元的圆弧齿线圆柱齿轮接触应力分析步

骤如下:
(１)模型材料属性定义

在 ＡＢＡＱＵＳ 中建立材料信息ꎬ如弹性模量 Ｅ ＝
２. ０８ ＭＰａꎬ泊松比 ＝ ０. ２９８ꎬ材料 １７ＣｒＮｉＭｏ６ꎮ

(２)建立分析步和相互作用

建立分析步ꎬ主要包括:定义分析类型(ｓｔａｔｉｃ)、定
义分析增量步、确定迭代方法ꎬ创建场变量与历史变

量ꎬ并确定输出参数ꎬ开启非线性ꎬ定义相互作用为接

触ꎬ设置圆弧齿线齿轮副有限元分析的接触类型为

“无摩擦”ꎻ主动与从动以各自旋转中心建立 ＭＰＣ
(ｍｕｌｔｉ￣ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎ)约束ꎮ

(３)施加约束和力矩

在主动轮上施加扭矩ꎬ其大小为 ６. ０８ ×１０４ Ｎ􀅰ｍｍꎻ
同时ꎬ对主动轮添加 ＭＰＣ 约束ꎬ并将其旋转轴方向设

置为自由ꎬ其他旋转和平移设置为固定ꎮ 对于从动轮
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而言ꎬＭＰＣ 固定约束ꎬ全向固定ꎮ
(４)网格划分

笔者采用扫掠方式对齿轮副进行网格画分ꎮ 网格类

型采用 Ｃ３Ｄ８Ｉꎬ齿轮整体的单元大小设置为 ２ ｍｍꎬ接触区

域进行局部细分ꎬ大小设置为 ０. ０２ ｍｍꎮ 如果不满足要

求ꎬ则要继续调整参数ꎮ 在后续计算中ꎬ可以进一步细化

网格ꎬ提高划分质量ꎬ并通过多次试算对比分析结果ꎻ若
计算结果变化不大ꎬ则该网格可作为最终分析网格ꎮ

分析过程中ꎬ应对接触区域进行局部细分ꎬ每对齿

轮的网格数量大概在 １. ２ × １０６ 个左右ꎮ
齿轮网格划分结果如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 齿轮网格划分结果

(５)求解与可视化

考虑每对齿轮的网格数量大概在 １. ２ × １０６ 个左

右ꎬ故求解时采用并行计算ꎮ 求解后的主动轮和从动

轮的应力云图如图 ３ 所示ꎮ
由图 ３ 的仿真分析结果可以看出:接触区域为靠

近分度圆附近ꎻ主动轮的接触区域该在分度圆以上ꎬ且
最大应力值为 ５０３. ３ ＭＰａꎻ从动轮的接触区域该在分

度圆以下ꎬ且最大应力值为 ５０１ ＭＰａꎬ故接触应力的最

大值为 ５０３. ３ ＭＰａꎻ且主动轮与从动轮之间的差值为

２. ３ ＭＰａꎬ仅为接触应力最大值的 ０. ４５７ ０％ ꎬ几乎一

致ꎬ可以忽略ꎮ
同样ꎬ通过图 ３ 可以看出ꎬ在载荷的作用下ꎬ笔者

所研究的齿轮其接触区域为椭圆ꎬ正确地印证了点接

触齿轮在载荷的作用下接触区域为椭圆的事实ꎮ

图 ３　 主动轮和从动轮的应力云图

３　 基于代理模型的齿线圆柱接触应

力预测模型

３. １　 试验设计与响应结果

常用的试验设计方法主要有均匀试验设计、正交

试验设计、拉丁方试验设计等方法ꎬ本文研究了齿宽、
模数、压力角、齿线半径与接触力之间的关系ꎬ利用回

归正交试验法原理设计仿真方案选择了 ４ 个因素 ３ 个

水平ꎬ齿轮设计因素水平表如表 １ 所示ꎮ
表 １　 齿轮设计因素水平

水平 齿宽 / ｍｍ 模数 / ｍｍ 压力角 / (°) 齿线半径 / ｍｍ
水平 １ ３８. ８３６ ８５ ２. ９６７ ３７ １８. ８３６ ８５ １９１. ８４２ ５
水平 ２ ４０ ３. ２ ２０ ２５０
水平 ３ ４１. １６３ １５ ３. ４３２ ６３ ２１. １６３ １５ ３０８. １５７ ５

　 　 本文采用正交试验进行了样本抽样ꎬ然后利用有

限元方法得到了不同样本数据下的齿轮的接应力ꎬ根
据正交表可知ꎬ抽样的样本为 ９ 个样本ꎬＬ９(３４)正交试

验圆弧齿轮接触应力仿真结果如表 ２ 所示ꎮ
表 ２　 Ｌ９(３４)正交试验圆弧齿轮接触应力仿真结果

编号
齿宽

/ ｍｍ
模数

/ ｍｍ
压力角

/ (°)
齿线半径

/ ｍｍ
接触应力

/ ＭＰａ
１ ３８. ８３６ ８５ ２. ９６７ ３７ １８. ８３６ ８５ １９１. ８４２ ５ ５４２. ７
２ ３８. ８３６ ８５ ３. ２ ２０ ２５０ ４５７. ２
３ ３８. ８３６ ８５ ３. ４３２ ６３ ２１. １６３ １５ ３０８. １５７ ５ ３９６. ８
４ ４０ ２. ９６７ ３７ ２０ ３０８. １５７ ５ ４５２. ９
５ ４０ ３. ２ ２１. １６３ １５ １９１. ８４２ ５ ４９４. １
６ ４０ ３. ４３２ ６３ １８. ８３６ ８５ ２５０ ４４９. １
７ ４１. １６３ １５ ２. ９６７ ３７ ２１. １６３ １５ ２５０ ４６９. ６
８ ４１. １６３ １５ ３. ２ １８. ８３６ ８５ ３０８. １５７ ５ ４４０. ２
９ ４１. １６３ １５ ３. ４３２ ６３ ２０ １９１. ８４２ ５ ４７６. ７
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３. ２　 改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

３. ２. １　 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型

在解决非线性程度较高的问题时ꎬＫｒｉｇｉｎｇ(克里

金)模型可较容易地获得理想的拟合结果ꎬ其插值结

果定义为已知样本函数响应值的线性加权ꎬ即:

ｙ(ｘ) ＝ ∑
ｋ

ｊ ＝ １
β ｊ ｆ ｊ(ｘ) ＋ Ｚ(ｘ) (１６)

式中:ｆ ｊ(ｘ)— 函数ꎬ一般为多项式ꎻβｊ— 相对应的系数ꎻ
Ｚ(ｘ)— 静态随机过程ꎬ其满足均值为 ０ꎬ方差为 σ２ꎮ

且对于设计空间内ꎬ不同两点处所对应的随机变

量之间的协方差为:
Ｃｏｖ[Ｚ(ｘｉ)ꎬＺ(ｘ ｊ)] ＝ σ２Ｒ(ｘｉꎬｘ ｊ) (１７)

Ｒ(ｘｉꎬｘ ｊ) ＝ ∏
Ｎｓ

ｌ ＝ １
Ｒ ｌ(θｌꎬｘｉ

ｌꎬｘ ｊ
ｌ) (１８)

式中:Ｒ(ｘｉꎬｘ ｊ)— 相关性函数ꎬ它表示不同位置处随机

变量之间的相关性ꎬ常用的相关性函数为高斯型函数ꎮ
式(１８)中ꎬθ为Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的变差函数的参数ꎬ其大

小通过极大似然估计法求解优化问题的方式来确定ꎬ即:

ｍａｘ －
Ｎｓ

２ ｌｎ(􀭾σ２) － １
２ ｌｎ(Ｒ) －

Ｎｓ

２ ｌｎ(２π){ }ꎬθ > ０

􀭾σ２ ＝ １
Ｎｓ

(ｙｓ － Ｆ􀭹β) ＴＲ －１(ｙｓ － Ｆ􀭹β) (１９)

为保证 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测值与真实函数值之间的均方

根误差(ＲＭＳＥ) 最小ꎬＫｒｉｇｉｎｇ 模型的近似表达式为:
􀭴ｙ(ｘ) ＝ ｆＴｘ􀭹β ＋ [Ｒ(ｘꎬｘ(１))ꎬＲ(ｘꎬｘ(２)ꎬ􀆺ꎬ

Ｒ(ｘꎬｘ(Ｎｓ))] ＴＲ －１(ｙｓ － Ｆ􀭹β) (２０)
式中:Ｆ—由基函数向量 ｆＴｘ 组成的矩阵ꎻ􀭹β—ＫＲＧ模型系

数的最小二乘估计值ꎻＲ— 相关性矩阵ꎻＮｓ— 样本点数ꎮ
３. ２. ２　 鲸鱼算法

鲸鱼算法的原理来自于座头鲸的“泡泡网” 觅食

行为ꎬ基于这一特殊捕食策略的数学表达式如下:
Ｄ ＝ ｜ Ｃ􀅰Ｘ∗( ｔ) － Ｘ( ｔ) ｜ (２１)
Ｘ( ｔ ＋ １) ＝ Ｘ∗( ｔ) － Ａ􀅰Ｄ (２２)

式中:ｔ— 当前迭代次数ꎻＸ( ｔ)— 当前一座头鲸的坐标

向量ꎻＸ( ｔ ＋ １)— 下一次迭代后的目标坐标向量ꎻ
Ｘ∗( ｔ)— 到目前得到的最佳位置向量ꎬ它将随时间不

断更新ꎻＤ— 当前这条座头鲸和最佳位置之间的距离ꎮ
上式(２１ ~ ２２) 中ꎬＡ 和 Ｃ 是系数ꎬ其表达式分别

表示为:
Ａ ＝ ２ａ􀅰ｒ － ａ (２３)

Ｃ ＝ ２ｒ (２４)
式中:ａ—在值域[０ꎬ２] 上并随迭代时间线性递减的参

数ꎻｒ— 区间[０ꎬ１] 内的随机向量ꎮ
当 ｜ Ａ ｜ > １ 时ꎬ对应鲸鱼群的游走觅食行为ꎮ利用

种群的随机个体坐标 Ｘｒａｎｄ 来定位导航寻找食物ꎬ其数

学表达式如下:

Ｘ( ｔ ＋ １) ＝ Ｘｒａｎｄ( ｔ) － Ａ􀅰Ｄ (２５)
当 ｜ Ａ ｜ < １ 时ꎬ对应鲸鱼群的包围捕食和攻击猎

物这两种行为ꎬ其数学模型描述如下:
Ｘ( ｔ ＋ １) ＝ Ｘ∗( ｔ) － Ｄ􀅰ｅｂｌ􀅰ｃｏｓ(２πｌ) (２６)

式中:ｂ—与螺旋形状的常数ꎻｌ—区间[ － １ꎬ１] 上的随

机数ꎮ
由于鲸鱼的收缩包围机制和螺旋更新位置是一种

同步行为ꎬ笔者在数学上选取概率相同方式来对其进

行位置更新ꎬ于是可以得到以下表达式:

Ｘ( ｔ ＋ １) ＝ Ｘ∗( ｔ) － Ａ􀅰Ｄ ｐ < ０. ５
Ｘ∗( ｔ) － Ｄ􀅰ｅｂｌ􀅰ｃｏｓ(２πｌ) ｐ ≥０. ５{

(２７)
根据基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 和 ＷＯＡ 算法ꎬ基于 ＷＯＡ 算法

的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型改进流程如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 基于 ＷＯＡ 算法的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型改进流程

４　 数值仿真

笔者利用 Ｍａｔｌａｂ 数字仿真平台ꎬ分别利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ
和基于 ＷＯＡ 算法改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法ꎬ建立了圆弧齿

轮接触应力的预测模型ꎮ
优化前后ꎬ相关系数(Ｒ２)均方根误差(ＲＭＳＥ)以及

相对最大绝对误差(ＲＭＡＥ)评价指标情况如表 ３ 所示ꎮ
表 ３　 优化前后评价指标情况

指标 Ｋｒｉｇｉｎｇ ＷＯＡ￣Ｋｒｉｇｉｎｇ 对比
Ｒ２ ０. ９９２ ２ ０. ９９７ ４ ０. ５２％ (提升)

ＲＭＳＥ ２. ８５６ ９ １. ６５４ ０ ４２. １１％ (降低)
ＲＭＡＥ ０. １３２ ２ ０. ０７５ ４ ４２. ９７％ (降低)

　 　 从表 ３ 中可以看出:
(１)相关系数(Ｒ２)从 ０. ９９２ ２ 提高到了 ０. ９９７ ４ꎬ

提高了 ０. ５２％ ꎬ且更加接近于 １ꎻ优化后的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模
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型全局近似能力更好(ＲＭＳＥ 用于表示估计值与真实

值之间减值大小)ꎻ
(２)优化后ꎬＲＭＳＥ 从 ２. ８５６ ９ 降低到 １. ６５４ ０ꎬ降

低了 ４２. １１％ ꎬ则说明优化后的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型能够更好

地对样本进行估计ꎻ
(３)优化后ꎬＲＭＡＥ 从 ０. １３２ ２ 降低到 ０. ０７５ ４ꎬ降

低了 ４２. ９７％ ꎬ且更加接近于 ０ꎬ则说明其优化后减少

了局部误差ꎮ
综合来看ꎬ采用 ＷＯＡ 算法对 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法进行改

进ꎬ提升了 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法的拟合能力和精度ꎮ
利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 和基于 ＷＯＡ 算法改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算

法ꎬ笔者分别建立了圆弧齿轮接触应力预测模型的测

试集残差图ꎬ分别如图 ５、图 ６ 所示ꎮ

图 ５　 基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的圆弧齿轮接触应力预测模型残差图

图 ６　 基于 ＷＯＡ￣Ｋｒｉｇｉｎｇ 的圆弧齿轮接触应力预测模型残差图
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　 　 从图 ５、图 ６ 中可以看出:
(１)基于传统 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法和基于 ＷＯＡ 算法改进

的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法均能很好地建立圆弧齿轮接触应力预

测模型ꎬ精度都在可使用的范围之内ꎻ
(２)Ｋｒｉｇｉｎｇ 的误差范围在[ － ２ꎬ４]ꎬ而基于 ＷＯＡ

算法改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法误差范围在[０ꎬ３]ꎬ由此可

见ꎬ采用改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法ꎬ其精度得到了明显的

提高ꎮ

５　 结束语

为研究圆弧齿线圆柱齿轮设计参数对其接触应力

的影响ꎬ笔者利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型建立了齿轮的齿

宽、模数、压力角、齿线半径与圆弧齿轮接触应力的数

学模型ꎬ同时ꎬ提出了一种基于鲸鱼优化算法(ＷＯＡ)
的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型建模方法ꎬ通过鲸鱼优化算优化传统

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型变异函数的参数ꎬ提高 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的建模

精度ꎮ
研究所得到的结论如下:
(１)基于 ＷＯＡ 算法改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法ꎬ相关系

数(Ｒ２)从 ０. ９９２ ２ 提高到了 ０. ９９７ ４ꎬＭＳＥ 从 ２. ８５６ ９
降低到 １. ６５４ ０ꎬＲＭＡＥ 从 ０. １３２ ２ 降低到 ０. ０７５ ４ꎬ改
进后的算法其相关系数(Ｒ２)ꎬ均方根误差(ＲＭＳＥ)以
及相对最大绝对误差(ＲＭＡＥ)均得到了不同程度的改

良ꎬ提高了传统 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法的全局近似能力ꎬ减少了

局部误差ꎬ提升了拟合精度ꎻ
(２)基于传统的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法和基于 ＷＯＡ 算法改

进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法均能很好地建立圆弧齿轮接触应力

预测模型ꎬ精度都在可使用的范围之内ꎬ但是 Ｋｒｉｇｉｎｇ
的误差范围在 [ － ２ꎬ４]ꎬ而基于 ＷＯＡ 算法改进的

Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法误差范围在[０ꎬ３]ꎻ精度得到了明显的提

高ꎬ能够为其优化设计参数和各参数对其接触应力影

响的显著性分析ꎬ提供更加精确的数学模型ꎮ
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