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摘要:针对超磁致伸缩驱动器非线性振动系统的混沌特性问题ꎬ对该系统的响应随激励频率、激励力参数变化进行了研究ꎮ 在分析

ＧＭＡ 工作原理的基础上ꎬ建立了 ＧＭＡ 非线性振动系统的数学模型ꎬ给出了该系统的振动方程ꎻ利用 Ｍａｔｌａｂ 软件进行了数值仿真分

析ꎬ通过求解 ＧＭＡ 非线性振动系统的响应随激励频率、激励力参数变化分岔图ꎬ确定了该系统产生混沌时激励频率、激励力参数的

取值范围ꎻ采用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法绘制了 ＧＭＡ 非线性振动系统的位移时间历程图、相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图、幅值谱图ꎻ使用 ＡＤＡＭＳ
软件对位移时间历程曲线进行了实验仿真验证对比ꎮ 研究结果表明:ＧＭＡ 非线性振动系统具有混沌特性ꎻ通过对该系统的混沌特

性研究ꎬ得到的结论为该系统的混沌特性应用提供了理论依据和技术支持ꎮ
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０　 引　 言

超磁致伸缩材料(ｇｉａｎｔ ｍａｇｎｅｔｏｓｔｒｉｃｔｉｖｅ ｍａｔｅｒｉａｌｓꎬ
ＧＭＭ)作为一种新型功能材料ꎬ能够实现磁能与机械

能互相转换ꎬ与其他智能材料相比ꎬ其具有居里温度

高、磁￣机械耦合系数高、频响特性好、磁致伸缩应变量

大等优点[１￣２]ꎮ 目前ꎬＧＭＭ 被广泛应用于驱动电液伺

服阀、机械振动控制、微型机电系统、主动安装等领

域[３￣７]ꎮ
超磁致伸缩驱动器(ＧＭＡ)在输入电流与输出位

移之间ꎬ存在着非线性现象ꎬ严重破坏 ＧＭＡ 的非线性

稳定性[８￣９]ꎮ 混沌是非线性系统中一种特殊的运动形

式ꎮ 如果 ＧＭＡ 被置于一个非线性混沌系统的工作过

程中ꎬ对 ＧＭＡ 系统的长期预测、控制成为不可能ꎬ严
重阻碍 ＧＭＡ 在许多重要领域的应用ꎮ 因此ꎬ研究非

线性振动系统混沌特性ꎬ在 ＧＭＡ 中起着重要作用ꎮ
目前ꎬ对 ＧＭＡ 非线性振动系统混沌特性的研究成果

很少ꎬ但对其他非线性振动系统的混沌特性却开展了

大量研究[１０￣１３]ꎮ
根据现有的非线性振动系统混沌特性研究成果ꎬ

本文建立 ＧＭＡ 非线性振动系统的数学模型ꎬ对其混

沌特性进行研究ꎮ

１　 ＧＭＡ 结构与工作原理

ＧＭＡ 结构如图 １ 所示ꎮ

图 １　 ＧＭＡ 结构

１—底座ꎻ２—外壁套筒ꎻ３—导磁套ꎻ４—激励线圈ꎻ５—上

端盖ꎻ６—下导磁环ꎻ７—线圈骨架ꎻ８—导磁片ꎻ９—ＧＭＭ 棒ꎻ
１０—偏置线圈ꎻ１１—上导磁环ꎻ１２—碟簧ꎻ１３—输出杆

由图 １ 可知ꎬＧＭＡ 的工作原理为:通过改变激励

线圈输入交流电流的大小ꎬ使 ＧＭＡ 的内部磁场发生

变化ꎬ因此 ＧＭＭ 棒的轴向长度发生变化ꎬ实现了磁能

与机械能的转换ꎮ 输入直流电流产生偏置磁场ꎬ消除

ＧＭＡ 的倍频现象ꎻ采用碟簧预紧结构给 ＧＭＭ 棒施加

一定的预压力ꎬ使 ＧＭＭ 棒获得更大伸缩量ꎻ使用导磁

套、导磁环和导磁片形成闭合磁路ꎬ可减少磁漏ꎬ也降

低驱动器中磁场对外部设备的干扰[１４]ꎮ

２　 ＧＭＡ 非线性振动系统模型

基于 ＧＭＡ 工作原理ꎬＧＭＡ 等效力学系统模型如

图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 ＧＭＡ 等效力学系统模型

图 ２ 中ꎬＧＭＡ 可以看作是一个单自由度二阶质量

弹性阻尼系统ꎮ
由文献[１５]可知ꎬＧＭＭ 棒的总应变 ζ 为:

ζ ＝ σ
ＥＨ

ｙ
＋ λ － ｃＤ

ＥＨ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ζ̇ －

ρｌ２Ｍ
３ＥＨ

ｙ
ζ̈ (１)

式中:σ— 材料应力ꎻＥＨ
ｙ — 材料弹性模量ꎻλ— 各向同

性材料的磁致伸缩长度ꎻｃＤ—ＧＭＭ 棒的内部阻尼系

数ꎻｌＭ—ＧＭＭ 棒的有效长度ꎻρ—ＧＭＭ 棒的质量密度ꎮ
其中:

λ ＝
３λｓ

２Ｍ２
ｓ
Ｍ２ (２)

式中:λｓ—各向同性材料的饱和磁致伸缩系数ꎻＭ—磁

化强度ꎻＭｓ— 饱和磁化强度ꎮ
对 ＧＭＭ 棒进行受力分析ꎬ负载对 ＧＭＭ 棒的作用

力为:
Ｆｄ ＝ ｍＬ ｘ̈( ｔ) ＋ ｃＬ ｘ̇( ｔ) ＋ ｋＬｘ( ｔ) ＋ ｂｘ３( ｔ) (３)

式中:Ｆｄ— 负载的输出力ꎻｍＬ— 负载的等效质量ꎻｃＬ—
负载的等效阻尼系数ꎻｋＬ— 负载的等效刚度系数ꎻｂ—
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碟簧三次刚度项系数ꎮ
根据牛顿第三定律有:

Ｆ ＝ － (Ｆｄ ＋ σ０Ｓｍ) (４)
式中:Ｆ—ＧＭＭ棒的输出力ꎻＳｍ—ＧＭＭ棒的横截面积ꎻ
σ０— 预应力ꎮ

将式(３) 代入式(４) 可得:
Ｆ ＝ － (ｍＬ ｘ̈( ｔ) ＋ ｃＬ ｘ̇( ｔ) ＋ ｋＬｘ( ｔ) ＋ ｂｘ３( ｔ) ＋ σ０Ｓｍ)

(５)
由应变 ζ ＝ ｘ / ｌＭꎬ将式(１ꎬ５) 联立可得 ＧＭＡ 振动

方程为:
ｍｘ̈( ｔ) ＋ ｃ１ ｘ̇( ｔ) ＋ ｋ１ｘ( ｔ) ＋ ｂｘ３( ｔ) ＝ ＳｍＥＨ

ｙ λ － σ０Ｓｍ

(６)
式中:
ｍ ＝ ｍＭ ＋ ｍＬ 　 ｃ１ ＝ ｃＭ ＋ ｃＬ 　 ｋ１ ＝ ｋＭ ＋ ｋＬ (７)

ｍＭ ＝
ρｌＭｓｍ
３ 　 ｃＭ ＝

ｃＤｓｍ
ｌＭ

　 ｋＭ ＝
ＥＨ

ｙ ｓｍ
ｌＭ

(８)

式中:ｍＭ—ＧＭＭ棒的等效质量ꎻｃＭ—ＧＭＭ棒的等效阻

尼系数ꎻｋＭ—ＧＭＭ 棒的等效刚度系数ꎮ
Ｊｉｌｅｓ￣Ａｔｈｅｒｔｏｎ 非线性滞回模型可以表示为[１６￣１７]:

Ｍ ＝
Ｍｓ

３ａ － αＭｓ
Ｈ (９)

Ｍａｎ ＝ Ｍｓ ｃｏｔｈ Ｈｅ

ａ
æ
è
ç

ö
ø
÷－ ａ

Ｈｅ
[ ] (１０)

Ｈｅ ＝ Ｈ ＋ αＭ ＋ Ｈσ (１１)
Ｈ ＝ χｒＨ０ｓｉｎ(ωｔ) (１２)

式中:ａ— 无磁滞磁化强度形状参数ꎻＭａｎ— 无磁滞磁

化强度ꎻＨｅ—ＧＭＭ 内部有效磁场ꎻＨ— 激励线圈通入

交流电流产生激励磁场ꎻαＭ—材料磁畴间相互作用产

生的磁场ꎻα— 磁畴间耦合的平均磁场系数ꎻχｒ— 材料

内部磁场分布影响因子ꎻＨ０—激励磁场振幅ꎻω—激励

磁场的频率ꎻＨσ— 预应力 σ０ 诱发的磁场ꎮ
将式(２ꎬ９ꎬ１２) 代入式(６) 可得:

ｍｘ̈( ｔ) ＋ ｃ１ ｘ̇( ｔ) ＋ ｋ１ｘ( ｔ) ＋ ｂｘ３( ｔ) ＋
Ｃ０ － Ｆ０ｃｏｓ(２ωｔ) ＝ ０ (１３)

其中:

Ｃ０ ＝ σ０ＡＭ ＋
３ＥＨ

ｙ ＡＭλＳχ２ｒＨ２
０

４(３ａ － αＭｓ) ２

Ｆ０ ＝
３ＥＨ

ｙ ＡＭλＳχ２ｒＨ２
０

４(３ａ － αＭｓ) ２ (１４)

式中:ｍ— 负载的等效质量与 ＧＭＭ 棒的等效质量之

和ꎻｃ１—负载的等效阻尼系数与ＧＭＭ棒的等效阻尼系

数之和ꎻｋ１—负载的等效刚度系数与ＧＭＭ棒的等效刚

度系数之和ꎻＦ０—ＧＭＡ 系统的激励力ꎮ

３　 数值仿真

设式(１３) 方程的各参数取值如表 １ 所示ꎮ
表 １　 ＧＭＡ 系统的各参数取值

参数 数值

ＧＭＡ 系统的等效阻尼系数 ｃ１ ０. ２５

ＧＭＡ 系统的等效刚度系数 ｋ１ － １

碟簧三次刚度项系数 ｂ １

ＧＭＡ 系统的等效质量 ｍ / ｋｇ １

　 　 为确定激励频率参数取值ꎬ根据经验ꎬ本文先设

Ｆ０ ＝ １ ｋＮ、激励频率 ω ＝ ０ ~ １ Ｈｚꎬ步长 Δω ＝ ０. ０１ꎬ
初始条件为[０ ０ ０]ꎬ用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法求 ＧＭＡ 非

线性振动系统响应随激励频率变化的分岔图ꎬ如图 ３
所示ꎮ

图 ３　 ＧＭＡ 非线性振动系统随激励频率变化的分岔图

从图 ３ 可以看出:ＧＭＡ 非线性振动系统响应随激

励频率增大出现多次分岔ꎬ且在如 ０. ２５ Ｈｚ、０. ４５ Ｈｚ、
０. ５ Ｈｚ、０. ６５ Ｈｚ 等多个激励频率附近达到混沌状态ꎮ

笔者取激励频率为 ０. ５ Ｈｚ 时ꎬ采用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ￣
Ｋｕｔｔａ 法绘制 ＧＭＡ 系统的位移时间历程图、相图、
Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图、幅值谱图ꎬ如图 ４ 所示ꎮ
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图 ４　 ω ＝ ０. ５ Ｈｚ 时 ＧＭＡ 系统的非线性响应

　 　 由图 ４ 可知:
位移时间历程图无规律且周期振动不稳定ꎻ相轨

迹充满相空间的区域且为不封闭曲线ꎻＰｏｉｎｃａｒé 映射

图非有限点集且非封闭曲线ꎮ
幅值谱图响应中有多种频率成分ꎬ如频率在

０. １５ Ｈｚ、０. ３３ Ｈｚ、０. ５０ Ｈｚ、１. １２ Ｈｚ 占有很大的比重ꎬ
说明 ＧＭＡ 非线性振动系统可以改变系统响应的线谱

成分ꎬ且在 ０ ~ ０. ２１ Ｈｚ、０. ２３ Ｈｚ ~ ０. ３６ Ｈｚ、０. ４１ Ｈｚ ~
０. ８７ Ｈｚ、０. ９８ Ｈｚ ~ １. ６７ Ｈｚ 区间内ꎬ幅值谱图为连续

曲线且具有宽频特性ꎮ
因此ꎬ可以判定 ＧＭＡ 非线性振动系统具有混沌

特性ꎮ
再次确定激励力参数取值ꎮ
由图 ４ 可知ꎬ取 ω ＝ ０. ５ Ｈｚ、激励力 Ｆ０ ＝ ０ ~ １ ｋＮꎬ

步长 ΔＦ０ ＝ ０. ０１ꎬ初始条件为[０ ０ ０]ꎬ用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ￣

Ｋｕｔｔａ 法求 ＧＭＡ 非线性振动系统响应随激励力变化的

分岔图ꎬ如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 ＧＭＡ 非线性振动系统随激励力变化的分岔图

从图 ５ 可知:ＧＭＡ 非线性振动系统响应随激励力

增大出现多次分岔ꎬ 且在如 ０. ５２ ｋＮ、 ０. ６７ ｋＮ、
０. ８４ ｋＮ、０. ９０ ｋＮ 等多个激励力附近达到混沌状态ꎮ

取激励力为 ０. ６ ｋＮ 时ꎬ采用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法

绘制的 ＧＭＡ 系统的位移时间历程图、相图、Ｐｏｉｎｃａｒé
映射图、幅值谱图ꎬ如图 ６ 所示ꎮ
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图 ６　 Ｆ０ ＝ ０. ６ ｋＮ 时 ＧＭＡ 系统的非线性响应

　 　 由图 ６ 可知:
位移时间历程图无规律ꎬ且周期振动不稳定ꎻ相轨

迹充满相空间的区域ꎬ且长期无法封闭ꎬ相轨迹运动为

往复运动ꎬ且周期是无限长的ꎻ
Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图既不是有限点集ꎬ也不是封闭

曲线ꎻ
幅值谱图响应中有多种频率成分ꎬ如频率在

０. １６ ｋＮ、０. ３１ ｋＮ、０. ４８ ｋＮ、１. １２ ｋＮ 占有很大的比重ꎬ
说明 ＧＭＡ 非线性振动系统可以改变系统响应的线谱

成分ꎬ且在 ０. １ ｋＮ ~ ０. １８ ｋＮ、０. ２６ ｋＮ ~ ０. ３８ ｋＮ、
０. ４２ ｋＮ ~ ０. ５８ ｋＮ、０. ５９ ｋＮ ~ ０. ６７ ｋＮ、１. １０ ｋＮ ~
１. ３０ ｋＮ区间内ꎬ幅值谱图为连续曲线且具有宽频

特性ꎮ
因此ꎬ可以判定 ＧＭＡ 非线性振动系统具有混沌

特性ꎮ

４　 ＡＤＡＭＳ 仿真实验

为了验证 ＧＭＡ 非线性振动系统的混沌特性ꎬ本
文用 ＡＤＡＭＳ 软件对 ＧＭＡ 系统进行了仿真ꎬ在 ＡＤ￣
ＡＭＳ / Ｖｉｅｗ 下建立了单自由度质量￣非线性弹簧系统试

验模型ꎬ如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 ＡＤＡＭＳ 模型

由表 １ 可知ꎬ设质量块为 １ ｋｇꎬ将质量块与底座用

直线副约束ꎬ保留竖直方向上的自由度ꎻ激励力作用在

质量块的中心ꎻ非线性弹簧上下两端分别作用在质量

块和底座的质心ꎬ设非线性弹簧的初始偏移量为零ꎻ对
ＧＭＡ 系统进行动力学仿真ꎬ绘制质量块位移随时间变

化的曲线图ꎬ并与 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法求解进行曲线对

比ꎬ如图 ８ 所示ꎮ

图 ８　 位移时间历程曲线对比

从图 ８ 可以看出:Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 求解曲线与 ＡＤ￣
ＡＭＳ 仿真曲线几乎吻合ꎻＡＤＡＭＳ 仿真得到的位移时

间历程曲线无周期运动ꎬ振动比较混乱ꎬ且没有稳定状

态ꎻ通过 ＡＤＡＭＳ 仿真验证 ＧＭＡ 非线性振动系统具有

混沌特性ꎮ

５　 结束语

本文通过研究 ＧＭＡ 非线性振动系统混沌特性ꎬ
得到了以下研究结果:

(１)通过分析 ＧＭＡ 的工作原理ꎬ建立了 ＧＭＡ 非

线性振动系统的数学模型ꎬ给出了该系统的振动方程ꎻ
(２)通过求解 ＧＭＡ 系统响应随激励频率、激励力

的分岔图ꎬ得到了 ＧＭＡ 非线性振动系统产生混沌时

激励频率、激励力的取值范围ꎻ绘制了激励频率为

０. ５ Ｈｚ、激励力为 ０. ６ ｋＮ 时系统响应的位移时间历程

图、相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图和幅值谱图ꎻ结合 ＡＤＡＭＳ 仿

真实验验证了 ＧＭＡ 非线性振动系统具有混沌特性ꎻ
(３)提出了研究 ＧＭＡ 非线性振动系统混沌的一

般方法ꎬ建立了 ＧＭＡ 非线性振动系统混沌特性研究

的理论基础ꎮ
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