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新型无耦合两转动并联机构运动学及性能分析∗
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摘要:针对并联机构的强运动学耦合性问题ꎬ提出了一种新型无耦合二自由度转动并联机构ꎮ 利用方位特征集法对机构进行了运

动输出特性分析和自由度计算ꎬ利用驱动力螺旋理论和封闭矢量法推导了机构运动平台的姿态方程和角速度方程ꎬ根据机构分支

运动链的运动螺旋系及其约束螺旋系的线性相关性ꎬ分析了机构的运动学奇异性ꎬ并给出了其奇异位形ꎻ推导出了机构运动条件指

标与结构尺寸系数和输入角位移之间的关系式ꎬ讨论了机构满足运动学完全各向同性的结构条件ꎬ最后对机构运动学进行了仿真

分析ꎮ 研究结果表明:该并联机构具有无耦合运动学特性ꎬ尤其当其结构尺寸满足一定要求的情况下ꎬ其运动雅可比矩阵为单位

阵ꎬ机构则具有完全各向同性的运动学特性ꎮ
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０　 引　 言

按照其动平台输出运动特性的不同ꎬ并联机构可

分为纯移动[１]、纯转动[２] 和混合型[３] 三种机构ꎮ 纯转

动并联机构的动平台具有 ２ 个或 ３ 个转动自由度ꎮ 其

中ꎬ两自由度转动并联机构在卫星天线、踝关节康复机

器人等领域中具有独特的优势ꎬ已成为该领域研究的



热点问题[４￣５]ꎮ 按输入与输出之间的关系ꎬ并联机构又

可分为耦合和解耦两种机构[６]ꎮ 其中ꎬ解耦并联机构

因在运动和控制等方面呈现出来的优越性ꎬ受到了国

内外学者的广泛关注[７￣８]ꎮ
宋轶民等[９] 提出了一种具有大转角的两转动并

联机构ꎬ对其进行了构型分析和运动学优化设计ꎻＸＵ
等[１０]通过分析机构分支约束力螺旋的几何关系ꎬ设计

了一类具有连续转轴的两转动并联机构ꎻＤＵＡＮ 等设

计了两自由度球面并联机构ꎬ并对其进行运动规划和

动力学分析ꎬ得出了机构的输入和输出之间的角位移、
角速度和角加速度的定量关系ꎻＣＡＲＲＩＣＡＴＯ 等[１１] 通

过减少机构中闭环的数目ꎬ设计出了一种含有单环回

路的并联手腕机构ꎬ增大了机构的工作空间ꎻ侯雨雷

等[１２]针对并联机构内部耦合性所带来的一些问题ꎬ提
出了一种新型的两自由度转动解耦并联机构ꎬ并讨论

了驱动输入的选择对机构奇异性的影响ꎮ
本文将提出一种新型无耦合 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 两转动并

联机构ꎬ详细分析机构的运动学、奇异性ꎬ利用运动条

件指标对机构进行完全各向同性设计ꎬ并进行运动学

仿真分析ꎮ

１　 机构的结构设计与输出特性分析

新型 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构的结构简图如图 １ 所示ꎮ

图 １　 新型 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构简图

图１中:该机构由动平台、定平台以及连接两平台

的两条单开链组成[１３]ꎮ第一条分支从定平台到动平台

的布置依次为转动副 Ｒ１１、万向铰 Ｕ１２、移动副 Ｐ１３、万向

铰 Ｕ１４ꎮ
为便于结构描述和问题分析ꎬ将 Ｕ１２ 副与 Ｕ１４ 副分

别用两个轴线垂直相交的转动副Ｒ１２ 与Ｒ１３、转动副Ｒ１５

与 Ｒ１６ 代替ꎮ第一条分支运动链中 Ｒ１１ 与 Ｒ１２ 副的轴线

相互平行ꎬＲ１３ 与 Ｒ１５ 副的轴线相互平行且垂直于 Ｐ１３

副的移动方向ꎬ因此ꎬ该分支运动链的拓扑结构可记为

ＳＯＣ{ － Ｒ１１ / / Ｒ１２ ⊥Ｒ１３(⊥Ｒ１３) / / Ｒ１５ ⊥Ｒ１６ －}ꎮ第二条

分支从定平台到动平台运动副的布置依次为转动副

Ｒ２１ 和 Ｒ２２ꎬ两运动副轴线垂直相交ꎬ该分支的拓扑结构

记为 ＳＯＣ{ － Ｒ２１ ⊥ Ｒ２２ －}ꎮ
两条分支装配条件为:与定平台相连的转动副 Ｒ１１

和 Ｒ２１ 的轴线相互垂直ꎻ与动平台相连接的转动副 Ｒ１６

和 Ｒ２２ 的轴线相互平行ꎮ选取安装于定平台上的 Ｒ１１ 和

Ｒ２１ 副作为机构的主动副ꎮ
根据机构运动副的配置关系ꎬ可写出第一条分支

和第二条分支的方位特征集 Ｍｂ１ 和 Ｍｂ２ꎬ分别为:

Ｍｂ１ ＝
ｔ３

ｒ２ / / (Ｒ１５ꎬＲ１６) ∪ ｒ１ / / Ｒ１１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (１)

Ｍｂ２ ＝
ｔ０

ｒ２ / / (Ｒ２１ꎬＲ２２)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２)

其中ꎬ符号右上标数字表示支链的特征自由度数ꎬ
如 ｒ２ / / (Ｒ１５ꎬＲ１６) 表示第一条分支末端构件在平行于

Ｒ１５ 和 Ｒ１６ 副轴线所确定的平面上ꎬ存在 ２ 个转动自由

度ꎬｔ０ 表示移动自由度的数目为 ０ꎮ
因此ꎬ图 １ 所示机构动平台的方位特征集 Ｍｂ 为:

Ｍｂ ＝ Ｍｂ１ ∩ Ｍｂ２ ＝
ｔ０

ｒ２ / / (Ｒ２１ꎬＲ２２)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (３)

由式(３) 可知:动平台具有绕 Ｒ２１ 副和 Ｒ２２ 副轴线

转动的自由度ꎬ即输出特性为二维转动ꎬ而不存在移动

自由度ꎮ
并联机构自由度 Ｍ 可利用 Ｙａｎｇ￣Ｓｕｎ 公式进行计

算ꎬ即:

Ｍ ＝ ∑
ｇ

ｋ ＝ １
ｆｋ － ∑

ｖ

ｍ ＝ １
ｄｉｍ. ∩

ｍ

ｋ ＝ １
Ｍｂｋ

( )∪ Ｍｂ (ｋ＋１){ } (４)

式中:ｇ— 机构运动副总数ꎻｆｋ— 第 ｋ 个运动副的自由

度数ꎻｖ— 独立回路数ꎮ

对于图１所示机构ꎬｇ ＝ ６ꎬ∑ ｆｋ ＝ ８ꎬｖ ＝ １ꎬ∑ξＬｍ ＝

６ꎬ因此 Ｍ ＝ ２ꎮ可见计算结果与前述分析一致ꎬ所以该

机构只能实现空间二自由度转动ꎮ

２　 运动学分析

２. １　 姿态分析

在 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构的三维 ＣＡＤ 模型中ꎬ定坐

标系 Ｏ － ｘｙｚꎬ其原点 Ｏ 位于第二条分支两转动副轴线

的交点ꎬｚ轴与 Ｒ２１ 副轴线重合ꎬｘ轴平行于 Ｒ１１ 副轴线ꎻ
动坐标系 Ｐ － ｕｖｗꎬ其原点 Ｐ位于动平台上且与定坐标

系的原点Ｏ重合ꎬｖ轴与 Ｒ２２ 副轴线重合ꎬｗ轴垂直于动

平台平面ꎮ
在初始位形下ꎬ两坐标系的轴线分别对应重合ꎮ设

ｑ１１ 和 ｑ２１ 分别为两主动副的输入角位移ꎻα为动平台绕
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ｖ轴转动的姿态角ꎬ设其绕 ｖ轴的反方向转动为正ꎻβ为

动平台绕 ｚ轴转动的姿态角ꎬ绕 ｚ轴方向转动为正ꎻｌ为
第一条分支主动杆的长度ꎬ即 Ｒ１１ 和 Ｒ１２ 副轴线间的距

离ꎻｒ 表示动平台结构尺寸ꎬ 即 Ｒ１６ 和 Ｒ２２ 副轴线间

距离ꎮ
建立局部坐标系 Ｏ１ － ｘ１ｙ１ ｚ１ꎬ其原点 Ｏ１ 位于转动

副 Ｒ１１ 的轴线上ꎬ且 ｘ１ 轴与该轴线重合ꎬｚ１ 轴垂直定平

台平面ꎮ
新型 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构 ＣＡＤ 模型如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 新型 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构 ＣＡＤ 模型

故第一条分支运动链在局部坐标系 Ｏ１ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 下
的运动螺旋系为:

１１ ＝ [１　 ０　 ０ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

１２ ＝ [１　 ０　 ０ꎻ　 ０　 ｌｓｉｎｑ１１ 　 － ｌｃｏｓｑ１１] Ｔ

１３ ＝ [０　 ０　 １ꎻ　 ｌｃｏｓｑ１１ 　 ０　 ０] Ｔ

１４ ＝ [０　 ０　 ０ꎻ　 Ｌ１４ 　 Ｍ１４ 　 ０] Ｔ

１５ ＝ [０　 ０　 １ꎻ　 ０　 ｌｓｉｎｑ１１ 　 － ｌｃｏｓｑ１１] Ｔ

１６ ＝ [ － ｓｉｎβ　 ｃｏｓβ　 ０ꎻ　 Ｐ１６ 　 Ｑ１６ 　 Ｒ１６] Ｔ

(５)
式中:ＬｉｊꎬＭｉｊꎬＰｉｊꎬＱｉｊꎬＲｉｊ— 非零常数( ｉ ＝ １ꎬｊ ＝ １ꎬ４ꎬ５ꎬ
６)ꎮ

根据式(５) 可知:第一条分支运动链的运动螺旋

系为 ６ 系ꎬ因此不存在反螺旋ꎮ
而在定坐标系 Ｏ － ｘｙｚ下ꎬ第二条分支运动链的运

动螺旋系为:
１１ ＝ [０　 ０　 １ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

２２ ＝ [ － ｓｉｎβ　 ｃｏｓβ　 ０ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ (６)
同理可得ꎬ该螺旋系为 ２ 系ꎬ反螺旋为 ４ 系ꎬ即:

ｒ
２１ ＝ [１　 ０　 ０ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

ｒ
２２ ＝ [０　 １　 ０ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

ｒ
２３ ＝ [０　 ０　 １ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

ｒ
２４ ＝ [０　 ０　 ０ꎻ　 ｃｏｓβ　 ｓｉｎβ　 ０] Ｔ (７)

当锁定第一条分支的主动副 Ｒ１１ 后ꎬ其他运动副

所构成的运动螺旋系 １ 为:

１ ＝ [ １２ 　 １３ 　 １４ 　 １５ 　 １６] Ｔ (８)
根据互易积原理ꎬ可求出螺旋系 １ 的反螺旋ꎬ即

为:
ａ１ ＝ [Ｓ　 Ｓ０] Ｔ ＝ [０　 ０　 １ꎻ　 Ｐａ１ 　 Ｑａ１ 　 ０] Ｔ

(９)
式中:Ｓ— 螺旋 ａ１ 的原部ꎬ表示螺旋的方向ꎻＳ０— 对偶

部ꎻＰａ１ꎬＱａ１— 与螺旋位置相关的非零常数ꎮ
依照驱动力螺旋的定义可知ꎬ反螺旋 ａ１ 即为该分

支主动副施加到动平台上的驱动力螺旋ꎬ且为方向平

行于 ｚ 轴的线力螺旋ꎮ
纯转动 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构的姿态正解ꎬ是指已

知主动关节的输入角位移(ｑ１１ꎬｑ２１)ꎬ求其动平台的姿

态角(αꎬβ)ꎮ图 ２ 中ꎬＡ 点为 Ｕ１２ 副中两转轴轴线的交

点ꎬＢ 点为 Ｐ１３ 副移动方向与 Ｕ１２ 副竖直转轴轴线的交

点ꎬＣ点为Ｐ１３ 副的移动方向与Ｕ１４ 副竖直转轴的交点ꎬ
Ｄ 点为 Ｕ１４ 副中两转轴的交点ꎮ

不失一般性ꎬ可用向量ＯＤ→的方向矢量来描述动平

台的姿态角ꎮ向量ＯＤ→、ＯＯ１
→、Ｏ１Ａ

→、ＡＢ→、ＢＣ→和ＣＤ→构成一

个封闭的矢量多边形ꎬ且满足下式:
ＯＤ→ ＝ ＯＯ１

→ ＋ Ｏ１Ａ
→ ＋ ＡＢ→ ＋ ＢＣ→ ＋ ＣＤ→ (１０)

利用驱动力螺旋 ａ１ 的原部 Ｓ 对式(１０) 两边同时

作向量积ꎬ可得:
ＳＯＤ→ ＝ ＳＯＯ１

→ ＋ ＳＯ１Ａ
→ ＋ ＳＡＢ→ ＋ ＳＣＤ→

(１１)
将式(１１) 进一步整理ꎬ可得:

ｒｓｉｎα ＝ Ｏ１ｚ ＋ ｌｓｉｎｑ１１ ＋ ａ ＋ ｂ (１２)
式中:Ｏ１ｚ— 局部坐标系原点ꎻＯ１— 定坐标系下沿 ｚ 方
向的坐标值ꎻａꎬｂ— 向量ＡＢ→和ＣＤ→在 ｚ 轴上的分量ꎮ

由于Ｏ１ｚ、ａ、ｂ仅与机构的结构尺寸有关ꎬ只需适当

设计其结构尺寸ꎬ便可满足 Ｏ１ｚ ＋ ａ ＋ ｂ ＝ ０ 成立ꎬ那么

式(１２) 可化简为:
ｒｓｉｎα ＝ ｌｓｉｎｑ１１ (１３)

从而可求得动平台姿态角 α 为:

α ＝ ａｒｃｓｉｎ ｌｓｉｎｑ１１

ｒ
æ
è
ç

ö
ø
÷ (１４)

由图２ 可知ꎬ动平台绕 ｚ轴的姿态角 β仅与第二条分

支主动副 Ｒ２１ 的角位移 ｑ２１ 相关ꎬ故两者的关系可写为:
ｑ２１ ＝ β ＋ ｃ０ (１５)

式中:ｃ０— 动平台绕 ｚ 轴的初始角度ꎮ
由于前面定义了动坐标系在初始位置时与定坐标

系重合ꎬ即 ｃ０ ＝ ０ꎬ则式(１５) 可改写为:
β ＝ ｑ２１ (１６)
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２. ２　 角速度分析

将式(１３ꎬ１６) 对时间进行一阶求导ꎬ可得到该机

构的角速度方程ꎬ即:
ω ＝ Ｊｑ̇ (１７)

式中:ω—机构动平台输出速度矢量ꎬω ＝ [ωｖ 　 ωｚ]Ｔ ＝
[α̇、β̇]Ｔꎻｑ̇— 机构主动关节 的 输 入 速 度 矢 量ꎬｑ̇ ＝
[ ｑ̇１１ 　 ｑ̇２１]ＴꎻＪ— 机构的速度雅可比矩阵ꎮ

且有:

Ｊ ＝
ｌｃｏｓｑ１１

ｒｃｏｓα
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１８)

根据式(１８) 可知:速度雅可比矩阵为对角阵ꎬ主
动关节的输入速度与动平台的输出速度之间存在一对

一的控制映射关系ꎬ所以该机构具有无耦合的运动学

特性ꎬ尤其是雅可比矩阵对角线上的第二个元素等

于 １ꎮ
因此ꎬ其满足 ωｚ ＝ ｑ̇２１ꎬ表明动平台绕 ｚ 轴的转动

速度与第二条分支主动副的输入速度之间为等速比

传递ꎮ

３　 奇异性分析

奇异性是并联机构的固有属性ꎬ在机构的设计过

程中ꎬ 奇异性 分 析 是 必 不 可 少 的 环 节ꎮＦＡＮＧ 和

ＴＳＡＩ[１４] 将并联机构的奇异类型分为:分支运动奇异、
驱动奇异和约束奇异 ３ 种类型ꎮ

３. １　 分支运动奇异

这种运动奇异的发生与并联机构分支运动链的运

动螺旋系的阶数有关ꎬ故称为分支运动奇异ꎮ当运动螺

旋系的阶数发生改变时ꎬ动平台的约束螺旋系的阶数

也随之改变ꎬ导致机构动平台会瞬间得到或失去一个

或几个自由度ꎮ
由式(６) 可知:第二条分支的运动螺旋系始终为２

系ꎬ故该分支不会发生分支运动奇异形式ꎮ而式(５) 表

明ꎬ第一条分支的运动螺旋系为 ６ 系螺旋ꎬ该螺旋系的

相关性可等价于由该螺旋系构成的阶方阵 Ａ 是否满

秩ꎬ即:

Ａ ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ｌｓｉｎｑ１１ － ｌｃｏｓｑ１１

０ ０ １ ｌｃｏｓｑ１１ ０ ０
０ ０ ０ Ｌ１４ Ｍ１４ ０
０ ０ １ Ｐ１５ Ｑ１５ ０

－ ｓｉｎβ ｃｏｓβ ０ Ｐ１６ Ｑ１６ Ｒ１６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１９)

若矩阵Ａ不满秩ꎬ则该运动螺旋系线性相关ꎬ此时

其行列式的值 ｄｅｔ(Ａ) 为 ０ꎮ
由于矩阵初等变换不影响矩阵的秩ꎬ即不影响其

行列式是否为 ０ꎮ根据矩阵分块计算方法ꎬ当仅考虑 Ａ
对应行列式的值是否为 ０ 时ꎬ则有:

ｄｅｔ(Ａ) ＝ ｄｅｔ(Ｅ)ｄｅｔ(Ｆ) (２０)
其中:

Ｅ ＝
１ ０ ０
１ ０ － ｌｃｏｓｑ１１

－ ｓｉｎβ ｃｏｓβ Ｒ１６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｆ ＝
Ｌ１４ Ｍ１４ ０
Ｐ１５ Ｑ１５ １

ｌｃｏｓｑ１１ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

若矩阵 Ｅ 或 Ｆ 其中一个不满秩ꎬ那么矩阵 Ａ 便不

满秩ꎮ下面对两种类型分别进行分析:
(１) 类型 １:矩阵 Ｅ 不满秩ꎮ
经计算 ｄｅｔ(Ｅ) ＝ ｌｃｏｓｑ１１ｃｏｓβꎬ那么 ｄｅｔ(Ｅ) ＝ ０ 成

立的条件为 β ＝ ± π / ２ 或 ｑ１１ ＝ ± π / ２ꎮ
当 β ＝ ± π / ２ 时ꎬ运动螺旋 １１、 １２ 和 １６ 相互平行ꎬ

同时平行于第二条分支的 ２２ꎮ若锁定主动运动螺旋 １１

后ꎬ其第一条分支的方位特征集的转动元素为 Ｍｒ
ｂ１ ＝

[ ｒ２ / / (Ｒ１５ꎬＲ１６)]ꎬ即动平台仍具有绕轴转动的自由

度ꎬ分支失去对动平台沿 ｚ 轴移动的约束ꎬ产生分支运

动奇异ꎮ
当 ｑ１１ ＝ ± π / ２ 时ꎬ将其代入式(５) 可得该位形下

的运动螺旋系ꎬ同时可求得该位形处分支的约束螺

旋为:

ｒ
１１ ＝ ０　 ０　 １ꎻ０ －

Ｒ１６

ｃｏｓβ　 ０æ
è
ç

ö
ø
÷

Ｔ

(２１)

式(２１) 表明ꎬ ｒ
１１ 为平行于 ｚ 轴的线力螺旋ꎬ约束

了第一条分支末端构件沿 ｚ 轴方向的移动ꎬ即动平台

无法产生 ｚ 轴方向的位置变化ꎬ因此ꎬ该分支约束了动

平台绕 Ｒ２２ 副轴线的一个转动自由度ꎬ产生分支运动

奇异ꎮ
(２) 类型 ２:矩阵 Ｆ 不满秩ꎮ
根据式(２０) 可得矩阵 Ｆ 行列式的值为:

ｄｅｔ(Ｆ) ＝ Ｍ１４ ｌｃｏｓｑ１１ (２２)
其中ꎬｑ１１ ＝ ± π / ２ 时的情况与类型 １ 相同ꎬ因此此

处不再赘述ꎮ当Ｍ１４ ＝ ０时ꎬ可得到Ｐ１３ 副的运动螺旋为

１４ ＝ [０　 ０　 ０ꎻ　 １　 ０　 ０] Ｔꎬ为轴线平行于 ｘ 轴的无

穷大节距螺旋ꎮ此时运动螺旋 １２、 １３、和 １５ 共面ꎬ该运

动螺旋线性相关ꎬ机构发生分支运动奇异ꎮ
由于结构的限制ꎬ在图 ２ 所示的装配位形下ꎬ当
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β ＝ － π / ２ 和 ｑ１１ ＝ － π / ２ 时ꎬ机构不会发生分支奇异ꎮ
分支奇异位形如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 分支奇异位形

３. ２　 驱动奇异

对于 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 并联机构ꎬ当锁定两分支的主动

副后ꎬ运动螺旋 １１ 和 ２１ 被刚化ꎮ根据互易积原理ꎬ可
得两分支的约束螺旋系 ｒ

１ 和 ｒ
２ 分别为:

ｒ
１ ＝ [０　 ０　 １ꎻｌｃｏｓｑ１１ 　 Ｑ　 ０] Ｔ (２３)

ｒ
２ ＝

ｒ
２１ ＝ [１　 ０　 ０ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

ｒ
２２ ＝ [０　 １　 ０ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

ｒ
２３ ＝ [０　 ０　 １ꎻ　 ０　 ０　 ０] Ｔ

ｒ
２４ ＝ [０　 ０　 ０ꎻ　 ｃｏｓβ　 ｓｉｎβ　 ０] Ｔ

ｒ
２５ ＝ [０　 ０　 ０ꎻ　 ０　 ０　 １] Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(２４)

式中:Ｑ ＝ － (ｃｏｓβ ＋ ｌｃｏｓｑ１１ｓｉｎβ) / Ｒ１６ꎮ
将式(２３ꎬ２４) 整理成矩阵的形式ꎬ即:

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｃｏｓβ ｓｉｎβ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ｌｃｏｓｑ１１ Ｑ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２５)

将矩阵分块后可知ꎬ当且仅当矩阵 Ｇ 主对角线上

的第二个子块不满秩时ꎬ矩阵Ｇ不满秩ꎮ即当时矩阵欠

秩ꎬ从而约束力螺旋系线性相关ꎬ那么便有 ４ 组奇异位

形组合ꎬ分别为:β ＝ π / ２ꎬｑ１１ ＝ π / ２ꎻβ ＝ － π / ２ꎬｑ１１ ＝
π / ２ꎻβ ＝ π / ２ꎬｑ１１ ＝ － π / ２ꎻβ ＝ － π / ２ꎬｑ１１ ＝ － π / ２ꎮ

由于机构的结构限制ꎬ在图 ２ 所示的装配位形下ꎬ
组合 ｃ、ｄ 不会发生ꎮ

根据驱动力螺旋的定义可知ꎬ式(２３) 所示的约束

力螺旋 ｒ
１ 即为第一条分支主动副 Ｒ１１ 施加到动平台上

的驱动力螺旋ꎮ
当 Ｒ１１ 副被锁定后ꎬ该分支对动平台的驱动力螺

旋与第二条分支产生的约束力螺旋线性相关ꎬ从而产

生驱动奇异位形ꎬ如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 驱动奇异位形

３. ３　 约束奇异

分支施加到动平台的约束力螺旋线性相关时ꎬ动
平台得不到应有的约束力ꎬ产生非预期自由度ꎬ即发生

约束奇异ꎮ
由式(７) 可知:在图 ２ 所示机构的装配位形下ꎬ分

支施加到动平台上的约束力螺旋系始终包含 ３ 个线性

独立的约束线力螺旋和一个约束力偶螺旋ꎬ因此ꎬ该机

构不存在约束奇异ꎮ

４　 机构的完全各向同性设计

在整个工作空间内ꎬ若机构的雅可比矩阵条件数

恒等于 １ꎬ则称该机构具有完全各向同性的运动学性

能ꎮ由于这类机构的雅可比矩阵为单位阵ꎬ其输入 ￣ 输
出速度之间的运动传递既不放大也不缩小ꎬ更不存在

失真情况ꎬ可见完全各向同性并联机构具有良好的运
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动和力传递性能ꎮ
通常采用机构的运动条件指标(ＫＣＩ) 来表征机构的

灵巧性ꎮ当 ＫＣＩ ＝ １ 时ꎬ机构具有各向同性的特性ꎮＫＣＩ 在
数值上等于雅可比矩阵 Ｊ 的条件数 ｋ(Ｊ) 的倒数ꎬ即:

ＫＣＩ ＝ １
ｋ(Ｊ) ＝ (σｍａｘ / σｍｉｎ) －１ (２６)

式中:σｍａｘ—Ｊ 的最大奇异值ꎻσｍｉｎ—Ｊ 的最小奇异值ꎮ
对于无耦合并联机构ꎬ其速度雅可比矩阵为对角

矩阵即正规矩阵ꎬ因此ꎬ对于式(１８) 所示的雅可比矩

阵 Ｊꎬ存在一个阶的酉矩阵 Ｕꎬ使得:

Ｊ ＝ Ｕ
λ１

λ２

[ ]ＵＨ (２７)

ＪＨＪ ＝ Ｕ
｜ λ１ ｜ ２

｜ λ２ ｜ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úＵ

Ｈ (２８)

式中:λ１ꎬλ２— 矩阵 Ｊ 的特征值ꎻＵＨ—Ｕ 的共轭转置矩

阵ꎻＪＨ—Ｊ 的共轭转置矩阵ꎮ
矩阵 ＪＨＪ的特征值为 ｜ λ１ ｜ ２、 ｜ λ２ ｜ ２ꎬ从而可得 Ｊ的两

个奇异值分别为σ１ ＝ ｜ λ１ ｜ ＝
ｌｃｏｓｑ１１
ｒｃｏｓα

ꎬσ２ ＝ ｜ λ２ ｜ ＝ １ꎮ

由于 ＫＣＩ 的 Ｖ 值在区间[０ꎬ１] 内变化ꎬ将雅可比

矩阵 Ｊ 的奇异值代入式(２６) 可得:

ＫＣＩ ＝
ζζ ≤１
１
ζ ζ > １{ (２９)

式中:ζ ＝ ｌｃｏｓｑ１１

ｒｃｏｓα
ꎮ

因此ꎬＫＣＩ 值的大小不仅与机构的结构尺寸有关ꎬ
还与机构输入角位移 ｑ１１ 以及输出角位移 α 有关ꎮ

对于给定的机构ꎬ其结构尺寸也随之确定ꎮ将式

(１４) 进行三角变换ꎬ并代入 ζ 的表达式可得:

ζ ＝ κ
｜ ｃｏｓｑ１１ ｜

１ － (κｓｉｎｑ１１) ２
(３０)

式中:κ ＝ ｌ / ｒꎮ
机构运动条件指标 ＫＣＩ随其结构参数 κ和输入角

位移 ｑ１１ 变化的规律如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 运动条件指标的等值线图

由图５可知:ＫＣＩ等值线关于直线ｑ１１ ＝ ０°对称分布ꎬ
且随着结构参数 κ 值的增大趋于平缓ꎻ值得注意的是ꎬ当
κ ＝ １ 时ꎬ无论 ｑ１１ 如何变化ꎬＫＣＩ 的值为常数且恒等于１ꎮ

将 κ ＝ １ 代入式(２８) 可得 ＫＣＩ ＝ １ꎬ验证了图５ 中

ＫＣＩ 等值线的变化规律ꎮ由此可见ꎬ只要满足结构尺寸

条件 ｌ ＝ ｒꎬ则机构在整个工作空间内具有完全各向同

性的运动学性能ꎮ

５　 机构运动学仿真分析

运动学仿真的主要目的是直观再现机构输入与输

出之间的映射关系ꎮＡＤＡＭＳ / Ｖｉｅｗ 中提供了丰富的几

何体建模工具ꎬ但其对复杂形状零件的建模功能相对

薄弱ꎬ难以用其来创建具有复杂特征的零件ꎻ而相对于

ＡＤＡＭＳ / Ｖｉｅｗ 的运动学分析ꎬＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ / ｍｏｔｉｏｎ 运动

分析模块的通用性和准确度较差ꎬ 因此ꎬ 本文采用

ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ和ＡＤＡＭＳ软件的运动学联合仿真的方式ꎬ
对 ＲＲ￣ＲＵＲＵ 并联机器人机构进行运动学虚拟样机的

建模和仿真ꎮ
设定机构的结构尺寸为 ｌ ＝ ｒꎬ基于 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ 软

件ꎬ 对机构进行建模ꎮ 笔者将模型数据文件导入

ＡＤＡＭＳ软件ꎬ并对导入的三维实体模型重新定义各构

件的约束关系ꎬ完成虚拟样机的创建ꎻ设置两主动关节

的角位 移 函 数 分 别 为:ｑ１１ ＝ ３０°ｓｉｎ(πｔ / ６)ꎬｑ２１ ＝
－ ２５°ｓｉｎ(πｔ / ４ －π / ３)ꎬ将其编译到 ＡＤＡＭＳ 的驱动函

数中ꎬ设置仿真时间为 １２ ｓꎬ仿真步数为 ２００ꎮ
在 ＡＤＡＭＳ / Ｐｏｓｔｐｒｏｃｅｓｓｏｒ 模块中得到的动平台的

运动学仿真曲线如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 动平台的运动学仿真曲线

９４３第 ４ 期 王科明ꎬ等:新型无耦合两转动并联机构运动学及性能分析



根据图 ６ 的运动学仿真结果可知:在整个运动过

程中ꎬ动平台的角位移和角速度可在一定范围内变化ꎬ
运动过程平稳ꎬ不存在剧烈冲击的现象ꎮ

６　 结束语

针对并联机构的强运动学耦合性问题ꎬ本文设计

出了一种新型 ＲＲ￣ＲＵＰＵ 两转动并联机构ꎬ推导出了

其姿态和角速度方程ꎻ由于其速度雅可比矩阵为对角

阵ꎬ其具有无耦合运动学特性ꎬ即其主动关节的输入速

度与其动平台的输出速度之间具有一对一的控制映射

关系ꎬ所以该机构具有良好的运动传递性能ꎮ 尤其是

当结构尺寸满足一定的要求情况下ꎬ其雅可比矩阵为

单位阵ꎬ机构具有完全各向同性的运动学性能ꎮ
笔者所作的研究为该机构的动力学及其实体样机

的研制提供了一定的理论基础ꎮ
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