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摘要:针对传统的 ３￣ＲＲＳ并联机构在运动时ꎬ其主动件向机构外部转动时占用外部空间ꎬ不能合理利用机构内部空间资源的问题ꎬ
设计了一种紧凑型 ３￣ＲＲＳ并联机构ꎮ 根据紧凑型 ３￣ＲＲＳ并联机构运动学特性ꎬ对其进行了运动学分析ꎬ利用 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ / ＳｉｍＭｅｃｈａｎ￣
ｉｃｓ工具箱搭建了该并联机构运动学仿真平台ꎬ对该机构的运动学模型进行了验证ꎻ同时ꎬ在 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ / ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ 工具箱搭建了

该机构的控制仿真平台ꎬ并采用均方根误差对该并联机构控制策略的优劣进行了评判ꎮ 仿真及研究结果表明:该紧凑型 ３￣ＲＲＳ 并

联机构运动时ꎬ主动件可在机构内部转动并且运行平稳ꎬ动平台中心点轨迹连续平滑ꎬ运动学性能良好ꎮ
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０　 引　 言

２０ 世纪 ８０ 年代以来ꎬ世界各国学者开展了对少

自由度并联机构的研究ꎬ特别是三自由度并联机构成

为了新的研究热点[１￣２]ꎮ 三自由度对称并联机构是并

联机构领域的一个重要分支ꎬ与六自由度并联机构相



比ꎬ其具有结构紧凑、易于控制、驱动少、制造简单、精
度高等优点ꎬ具有广阔的应用前景[３]ꎮ 澳大利亚

ＨＵＮＴ教授[４]提出的 ３￣ＲＰＳ 并联机构ꎬ可以用于隔离

舰船的横摇、纵摇和垂荡[５]及追日型光伏支架[６]等ꎻ
ＣＬＡＶＥＬ博士[７]提出的 ３ 自由度的 Ｄｅｌｔａ并联机构ꎬ被
广泛应用于食品等行业完成包装、分拣等操作ꎻ
ＫＡＲＯＵＩＡ Ｍ等[８]提出的 ３￣ＲＲＳ 并联机构ꎬ具有两个

转动自由度和一个移动自由度ꎮ ３￣ＲＲＳ 并联机构具有

广泛的应用范围ꎬ如其固定平台安装在固定导轨上ꎬ可
用于模拟船舶在各种水面上行驶的位置姿态ꎬ和车辆

在不同路面上行驶的位置姿态等[９]ꎮ 目前ꎬ学者们对

３￣ＲＰＳ、Ｄｅｌｔａ并联机构的研究已取的较多成果ꎬ对 ３￣
ＲＲＳ并联机构的研究还不足ꎮ

由于 ３￣ＲＲＳ并联机构广泛的应用前景ꎬ一些学者

对其运动学等进行了研究:文献[１０]提出了运用牛顿

迭代法求解 ３￣ＲＲＳ 并联机构正运动学ꎬ进行正反解验

算运动学的方法ꎻ文献[１１]对 ３￣ＲＲＳ 并联机构进行了

正逆运动学分析ꎬ并给出了具体的算例ꎬ但这只针对并

联机构的某一具体位姿ꎻ文献[１２]针对位置分析ꎬ给
出了 ３￣ＲＲＳ并联机构的逆运动学、速度、加速度分析ꎻ
文献[１３]利用几何法对 ３￣ＲＲＳ 并联机构逆运动学进

行了分析ꎬ求解了机构的全雅可比矩阵ꎮ 虽然科研人

员对 ３￣ＲＲＳ 并联机构的运动学进行了诸多研究ꎬ但是

上述研究仅在数学建模上对该机构进行了分析ꎬ没有

对机构的具体运动情况进行仿真ꎬ并且上述文献所述

的传统 ３￣ＲＲＳ 并联机构运动时ꎬ主动件向机构外部转

动时占用外部空间ꎬ不能合理利用机构内部空间资源ꎮ
目前常用的运动学仿真软件有 ＡＤＭＡＳ、Ｍａｔｌａｂꎬ

在三维软件 ＣＡＤ上建立机构模型ꎬ并将机构的三维模

型导入仿真软件 ＡＤＭＡＳ、Ｍａｔｌａｂ 中进行运动学仿真ꎮ
但是不同软件的联合仿真要涉及接口连接问题ꎬ不利

于仿真ꎬ且操作过程复杂[１４]ꎮ
因此ꎬ本文将设计一种紧凑型 ３￣ＲＲＳ 并联机构ꎬ

在机构运动时ꎬ主动件可向机构自身内部转动ꎮ

１　 紧凑型 ３￣ＲＲＳ并联机构分析

１. １　 并联机构设计

本文设计的紧凑型 ３￣ＲＲＳ并联机构如图 １ 所示ꎮ
从图 １ 可知:该并联机构由动平台、固定平台、３

个主动件以及３个从动件组成ꎮ固定平台通过３条对称

分布的运动支链分别连接到动平台上ꎮ在每条支链中ꎬ
主动件两端通过 ２ 个转动副分别与动平台、从动件相

连ꎬ从动件两端分别通过转动副、球面副与主动件、动

图 １　 紧凑型 ３￣ＲＲＳ并联机构

１ －固定平台ꎻ２ －动平台ꎻ３ －主动件ꎻ４ －从动件ꎻ５ －
转动副ꎻ６ －转动副ꎻ７ －球面副ꎻ８ －该方向转动角度为正

平台相连ꎮ其中ꎬ动平台、固定平台均为正三角形ꎬ外接

圆半径分别为 Ｒ 和 ｒꎬ主动件、从动件的长度分别为 Ｌ、
Ｈꎮ

１. ２　 运动学分析

本研究在正 △Ａ１Ａ２Ａ３ 的几何中心上建立绝对坐

标系Ｏ － ｘｙｚꎬ在正△Ｃ１Ｃ２Ｃ３的几何中心上建立动坐标

系Ｐ － ｘ１ｙ１ ｚ１ꎬ点 Ｏ、Ｐ 分别位于上下平台的几何中心ꎮ
θｉ 为主动杆件的转动角度ꎬ即 ＡｉＢ ｉ 与 ＯＡｉ 之间的夹角ꎬ
图 １所示的方向角度为正ꎮ动坐标系 Ｐ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 的 ｙ 轴

与 ＰＣ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)之间夹角为 αｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎬ对于固

定平台亦然ꎬ且有:

αｉ ＝ ２π( ｉ － １)３ ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ (１)

由图 １可知ꎬ点 Ａｉ 在 Ｏ － ｘｙｚ坐标系中的坐标(ｓαｉ

表示 ｓｉｎαꎬｃαｉ 表示 ｃｏｓαｉꎬ下文类似) 为:
Ａｉ ＝ [ － Ｒｓａｉ 　 Ｒｃａｉ 　 ０] Ｔ (２)

点 Ｂ ｉ 在 Ｏ － ｘｙｚ 坐标系中的坐标为:
Ｂｉ ＝ [Ｌｓαｉｃθｉ － Ｒｓαｉ 　 Ｒｃαｉ － Ｌｃαｉｃθｉ 　 Ｌｓθｉ] Ｔ

(３)
点 Ｃ ｉ 在 Ｐ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 坐标系中的坐标为:

ＰＣｉ ＝ [ － ｒｓαｉ 　 ｒｃαｉ 　 ０] Ｔ (４)
在描述并联机构运动平台的位姿时ꎬ应用欧拉角方

法描述ꎮ本文采用 Ｚ － Ｙ － Ｘ 型欧拉角ꎬ其旋转矩阵为:
Ｏ
ＰＴ ＝
ｃθＹｃθＺ ｃθＺｓθＹｓθＸ － ｃθＸｓθＺ ｓθＸｓθＺ ＋ ｃθＸｃθＺｓθＹ

ｃθＹｓθＺ ｃθＸｃθＺ ＋ ｓθＸｓθＹｓθＺ ｃθＸｓθＹｓθＺ － ｃθＺｓθＸ

－ ｓθＹ ｃθＹｓθＸ ｃθＹｃθＸ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(５)
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式中:θＸ—动平台相对固定坐标系Ｘ轴的转角ꎻθＹ—动

平台相对固定坐标系 Ｙ 轴的转角ꎻθＺ— 动平台相对固

定坐标系 Ｚ 轴的转角ꎮ
设点 Ｐ 在绝对坐标系 Ｏ － ｘｙｚ 的坐标为:

Ｐ ＝ [ｘＰ 　 ｙＰ 　 ｚＰ] Ｔ (６)
式中:ｘｐ—动平台中心点在固定坐标系 Ｘ 轴坐标ꎻｙｐ—
动平台中心点在固定坐标系 Ｙ 轴坐标ꎻｚｐ— 动平台中

心点在固定坐标系 Ｚ 轴坐标ꎮ
则点 Ｃ ｉ 在绝对坐标系 Ｏ － ｘｙｚ 的坐标为:

Ｃｉ ＝ Ｏ
ＰＴＰＣｉ ＋ Ｐ (７)

紧凑型３￣ＲＲＳ并联机构每一支链中的两个转动副

的轴线相互平行ꎬ且垂直于支链所在平面ꎬ则动平台的

端点必定位于各分支链所在平面内ꎬ有:
Ｃ１Ｘ ＝ ０

Ｃ２Ｘ ＝ ３Ｃ２Ｙ

Ｃ３Ｘ ＝ － ３Ｃ３Ｙ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(８)

由式(７ꎬ８) 可得 ６ 个位姿参数的 ３ 个约束方程:
ｘＰ ＝ － ｒｓθＺｃθＹ

ｙＰ ＝ ｒ
２ (ｓθＺｓθＹｓθＸ ＋ ｃθＺｃθＸ － ｃθＺｃθＹ)

θＺ ＝ ａｒｃｔａｎ ｓθＹｓθＸ

ｃθＸ ＋ ｃθＹ

æ
è
ç

ö
ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(９)

从式(９)可看出:ｚｐ 是独立变量ꎬ其他５个是变量ꎬ
给出其中 ２ 个参数就可确定其余 ３ 个独立变量ꎮ

根据杆长条件可得:
Ｂ ｉ － Ｃ ｉ ＝ Ｈ２ (１０)

即:
(Ｌｓα１ｃθ１ ＋ Ｄ１) ２ ＋ (Ｌｃα１ｃθ１ ＋ Ｅ１) ２ ＋

　 　 (Ｌｓθ１ ＋ Ｆ１) ２ － Ｈ２ ＝ ０

(Ｌｓα２ｃθ２ ＋ Ｄ２) ２ ＋ (Ｌｃα２ｃθ２ ＋ Ｅ２) ２ ＋

　 　 (Ｌｓθ２ ＋ Ｆ２) ２ － Ｈ２ ＝ ０

(Ｌｓα３ｃθ３ ＋ Ｄ３) ２ ＋ (Ｌｃα３ｃθ３ ＋ Ｅ３) ２ ＋

　 　 (Ｌｓθ３ ＋ Ｆ３) ２ － Ｈ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１１)

其中:
Ｄｉ ＝ － Ｒｓαｉ ＋ ｒｃαｉ(ｃθＸｓθＺ － ｃθＺｓθＸｓθＹ) － ｘＰ ＋ ｒｓαｉｃθＹｃθＺ
Ｅｉ ＝ ｙＰ ＋ ｒｃαｉ(ｃθＸｃθＺ ＋ ｓθＸｓθＹｓθＺ) － ｒｓαｉｃθＹｓθＺ － Ｒｃαｉ

Ｆｉ ＝ － ｚＰ － ｒｓαｉｓθＹ － ｒｃαｉｃθＹｓθＸ

ì

î

í

ïï

ïï

(１２)
若已知动平台位姿参数 θＸ、θＹ、ｚＰꎬ求解主动件转

角 θｉꎬ为并联机构的逆运动学分析ꎻ反之ꎬ为并联机构

的正运动学分析ꎮ
由式(１０ ~ １２) 可求得逆运动学解为:

θｉ ＝ ２ａｒｃｔａｎ
－ Ｆ ｉ ± Ｇ２ｉ ＋ Ｆ２ｉ － Ｈ２ｉ

Ｈｉ － Ｇ ｉ
(１３)

其中:

Ｈｉ ＝
Ｄ２ｉ ＋ Ｅ２ｉ ＋ Ｆ２ｉ ＋ Ｌ２ － Ｈ２

２Ｌ
Ｇ ｉ ＝ Ｄｉｓαｉ ＋ Ｅ ｉｃαｉ

{ (１４)

利用数值法对式(１１) 进行求解ꎬ可得并联机构的

正运动学解ꎮ

２　 基于 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ / ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ的仿

真模型构建

　 　 ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ有许多物理元件的模块ꎬ可按物理

学原理对系统进行建模ꎬ通过设置连接模块的相对位

置及运动的方式来建立机械结构ꎮ
笔者根据图 １ 所示机构的几何关系ꎬ建立其运动

仿真平台ꎬ如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 并联机构的运动学仿真平台

图 ２ 中ꎬ并联机构的运动学仿真平台包括期望轨

迹、并联机构模型、传感器、显示器模块ꎮ

３　 运动学仿真验证

根据并联机构的运动仿真模型ꎬ给定动平台 θＸ、

θＹ、ｚｐ 随时间变化的轨迹后ꎬ可得到主动件的运动参

数ꎮ给定动平台 θＸ、θＹ、ｚｐ 随时间变化的轨迹方程如下:

θＸ ＝ π１８ｓ( ｔ)

θＹ ＝ π１２ｓ( ｔ)

ｚＰ ＝ ３ｓ( ｔ) ＋ ４５. ６７３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１５)

其中:

ｓ( ｔ) ＝ ０. ０５ｔ － ０. ５ｓｉｎ(０. ２πｔ)π (１６)
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由式(９ꎬ１５ꎬ１６) 可得动平台中心点理论坐标值ꎬ
通过仿真可以得到动平台中心点实际坐标值ꎮ

动平台中心点坐标跟踪位移误差如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 动平台中心点跟踪位移误差

由图 ３可得:(１) 在 ｔ ＝ ０时ꎬ位移跟踪误差最大ꎬ
这是由于机构静止时ꎬ动平台中点坐标实际位置与期

望位置不同造成的ꎻ但是在 ｔ > ０时误差为０ꎻ(２)说明

并联机构的运动学分析、建模的正确性ꎮ

４　 控制仿真

４. １　 ＰＩＤ 控制及效果评判

本文采用 ＰＩＤ 控制方法ꎮＰＩＤ 控制器对给定值与

实际值构成的控制偏差的比例、积分、微分ꎬ通过线性

组合构成控制量ꎬ对被控对象进行控制ꎬ即:
ｅ( ｔ) ＝ ｒ( ｔ) － ｃ( ｔ) (１７)

ｕ( ｔ) ＝ ｋｐｅ( ｔ) ＋
ｋｐ
Ｔｉ ∫ｅ( ｔ)ｄｔ ＋ ｋｐ

ｄｅ( ｔ)
ｄｔ (１８)

式中:ｒ(ｔ)—给定值ꎻｃ(ｔ)— 实际值ꎻｅ(ｔ)— 控制偏差ꎻ
τ—微分时间常数ꎻＴｉ—积分时间常数ꎻｋｐ—比例系数ꎮ

为了评价 ＰＩＤ控制器的跟踪控制效果ꎬ本文采用

下式计算轨迹跟踪的均方根误差:

ＲＳＭＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝１
((ｘｒｉ － ｘｉ)２ ＋ (ｙｒｉ － ｙｉ)２ ＋ (ｚｒｉ － ｚｉ)２)

(１９)
式中:Ｎ—采样点数目ꎻｘｒ

ｉꎬｙｒ
ｉꎬｚｒｉ—期望轨迹上第 ｉ 个点

的坐标值ꎻｘｉꎬｙｉꎬｚｉ—实际轨迹第 ｉ 个点的坐标值ꎮ

４. ２　 并联机构 ＰＩＤ 控制模型

本研究在 ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ 模型的基础上ꎬ建立并联

机构控制仿真模型ꎬ如图 ４ 所示ꎮ
图 ４ 中ꎬ并联机构运动仿真模型包括期望轨迹、并

联机构模型、传感器、显示器模块、ＰＩＤ 控制器ꎮ 其中ꎬ
ＰＩＤ控制器根据主动件参考角位移与实际角位移之差

而设计ꎮ

图 ４　 并联机构的控制仿真模型

４. ３　 仿真及结果分析

本文根据式(９ꎬ１５ꎬ１６)给出的运动轨迹进行仿

真ꎮ 设置仿真时间为 １０ ｓꎮ
依据仿真结果ꎬ可得到动平台中心位置跟踪误差ꎬ

如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 动平台中心位置跟踪误差

从图 ５ 可以看出:动平台中心点实际坐标与期望

坐标基本相同ꎬＸ 轴与 Ｙ 轴方向位移误差基本为 ０ꎬＺ
轴方向位移在 ｔ ＝ ０ 时最大ꎬ这是由于动平台静止时ꎬ
中心点的实际位置与期望位置不同造成的ꎮ

位置跟踪均方根误差如表 １ 所示ꎮ
表 １　 位置跟踪均方根误差

坐标轴 均方根误差 / ｍｍ
Ｘ １. ２６７ × １０ － ２

Ｙ ６. １６５ × １０ － ４

Ｚ ７. ８６０ × １０ － ２

　 　 从表 １ 可以看出:(１)在 Ｚ 轴方向坐标的均方根

误差值最大ꎬ但仅为 ７. ８６０ × １０ － ２ ｍｍꎬ能满足大多数

的应用需求ꎻ(２)说明了其控制性能良好ꎮ
主动件角位移跟踪误差如图 ６ 所示ꎮ
从图 ６ 可以看出:主动件实际角位移与期望角位

移基本相同ꎬ误差的数量级完全可以满足大多数工业

的需求ꎮ
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图 ６　 主动件角位移跟踪误差

角位移跟踪均方根误差如表 ２ 所示ꎮ
表 ２　 角位移跟踪均方根误差

主动件 均方根误差 / ｒａｄ
１ １. ８６６ × １０ － ３

２ ２. ６９６ × １０ － ３

３ ６. ２５０ × １０ － ２

　 　 从表 ２ 可以看出:(１)主动件 ３ 的均方根误差值

最大为 ６. ２５０ × １０ － ２ ｒａｄꎬ可以满足使用需求ꎻ(２)说明

了仿真平台有效性ꎬ控制策略性能良好ꎮ

５　 结束语

为了解决传统 ３￣ＲＲＳ 并联机构在运动时ꎬ主动件

向机构外部转动占据外部空间的问题ꎬ本文设计了一

种紧凑型 ３￣ＲＲＳ 并联机构ꎬ使机构运动时ꎬ主动件可

向机构内部转动ꎻ基于 ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ 工具箱建立了机

构仿真模型ꎬ验证了该并联机构运动学分析的正确性ꎬ
同时实现了机构运行的可视化ꎻ利用 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ / ＳｉｍＭｅ￣
ｃｈａｎｉｃｓ搭建了该并联机构的控制仿真平台ꎬ拥有对期

望轨迹良好跟踪的性能ꎮ
本文提出的利用位置跟踪、角度、角速度跟踪均方

根误差来评判并联机构控制策略的优劣ꎬ对于研究其

他并联机构控制的效果具有一定借鉴意义ꎮ
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