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摘要:针对重负载机器人在高速运行时容易出现关节驱动电机饱和、关节转矩特性呈现强非线性、不同关节转矩间呈现强耦合、定
位残余振动和轨迹跟踪不稳定现象更加显著等问题ꎬ对有效解决这些问题所依赖的机器人动力学进行了研究ꎮ 以含闭环运动链的

四自由度重负载搬运机器人为研究对象ꎬ采用 Ｄ － Ｈ 法进行了运动学分析ꎻ提出了一种斜对称矩阵法ꎬ避免了矢量叉积和闭环运动

链几何约束的重复运算ꎬ简化了微分运动学方程的推导过程ꎻ采用基于机器人系统能量的拉格朗日法ꎬ推导出了动力学模型的解析

式ꎻ利用 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 对动力学模型的正确性进行了 ＰＩＤ 位置控制仿真验证ꎮ 研究结果表明:所得动力学模型能够正确反映搬

运机器人的动力学特性ꎬ为实验验证模型的正确性提供了参照曲线ꎻ所得模型解析式也为基于模型的机器人控制器设计提供了数
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０　 引　 言

重负荷机器人在高速运行时会出现关节驱动电机

容易饱和、关节转矩特性呈现强非线性、不同关节转矩

间呈现强耦合、定位残余振动和轨迹跟踪不稳定现象

更加显著等问题ꎬ而相关的机器人各项性能指标均与

动力学存在着内在本质联系ꎬ因此这些问题的有效解

决依赖于动力学规律的揭示和基于动力学模型的控制

策略(又称为控制器)设计ꎮ
基于模型的控制策略设计及实现需要以获知机器

人动力学模型为前提[１]ꎬ动力学模型和控制策略两者

的解析式共同构成机器人控制系统的闭环方程ꎬ闭环

方程的状态空间原点性态反映了机器人控制系统的响

应特性(例如稳定性、快速性和准确性)ꎮ 同时ꎬ状态

空间原点性态与机器人动力学模型性质参数(例如ꎬ
惯性矩阵的最小和最大特征值等)存在着约束关系ꎬ
为利用这些约束关系进行控制策略参数设计ꎬ又需要

基于动力学模型准确提取这些模型性质参数ꎮ
国内外学者对机器人动力学已经做了大量研究工

作ꎬ常用建模方法有:空间矢量法[２]、牛顿￣欧拉法[３]、
凯恩法[４]、虚功原理法[５] 和拉格朗日法[６￣９] 等ꎮ 其中ꎬ
拉格朗日法具有概念容易理解和推导过程系统化的特

点ꎬ但需要大量矩阵乘法运算ꎮ
针对动力学模型正确性验证问题ꎬ需要将实验验

证结果与仿真验证结果进行比对ꎬ仿真结果是对所得

动力学模型的描绘ꎬ实验结果则反映机器人真实的动

力学特性ꎬ两者相符才能表明所得模型能够反映真实

的机器人动力学特性ꎮ 韩军等[１０] 针对 ２Ｐ３Ｒ 型机器

人ꎬ采用拉格朗日法推导出了详细的动力学模型ꎬ并结

合蒙特卡洛法和碰撞检测算法进行了仿真分析ꎻ李瑞

峰等[１１]基于牛顿￣欧拉法对一种新型混联机器人进行

了动力学分析ꎬ并通过 Ｍａｔｌａｂ 仿真和 ＡＤＡＭＳ 虚拟样

机验证了分析结果的正确性ꎻ高文杰等[１２] 针对 ６ 自由

度施釉机器人ꎬ采用牛顿￣欧拉法建立了动力学模型ꎬ
通过仿真分析了终端载荷与关节力矩间的关系ꎻ李永

泉等[１３]基于旋量键合图ꎬ在 ４￣ＤＯＦ 混联机器人并联部

分加入了冗余驱动ꎬ采用输入力矩优化法对动力学全

解模型进行了仿真和实验ꎬ结果表明了模型的正确性ꎬ
实现了平稳运动控制ꎬ提高了运动精度ꎻ贾雪峰等[１４]

针对 ４￣ＤＯＦ 码垛机器人ꎬ采用虚拟样机技术进行了动

力学分析ꎬ设计了 ＰＤ ＋ Ｇ 重力补偿控制器ꎬ通过 ＡＤ￣
ＡＭＳ / Ｖｉｅｗ 和 Ｍａｔｌａｂ 进行了联合控制仿真验证ꎮ

在模型正确性验证时ꎬ仿真验证所用的控制策略

算法与机器人实际所用的控制策略均会影响验证结

果ꎬ为此仿真与实验验证所用控制策略需要保持一致ꎬ
而上述研究在仿真验证时ꎬ采用了与机器人常用 ＰＩＤ
控制策略不同的控制算法ꎮ 在以商用机器人为实验平

台进行实验验证时ꎬ需要对机器人的控制策略做相应

更改ꎬ但商用机器人控制系统对用户是不开放的ꎬ这为

实验验证模型正确性的实施带来困难ꎮ
本文将以一种含闭环运动链的四自由度重负载搬

运机器人为对象ꎬ对动力学建模和仿真验证进行研究ꎮ

１　 重负荷搬运机器人结构特征

重负荷搬运机器人本体结构如图 １ 所示ꎮ

图 １　 重负荷搬运机器人本体结构

１ － 基座ꎻ２ － 腰座ꎻ３ － 大臂ꎻ４ － 小臂ꎻ５ － 腕部ꎻ６ － 小

臂中间连杆ꎻ７ － 小臂配重块

重负荷搬运机器人最大负载为 ７ ９９５ ｋｇꎬ最大臂

展为 ３１ ５９１ ｍｍꎬ本体质量为 ２５０ ０１０ ｋｇꎮ
重负载搬运机器人机构简图如图 ２ 所示ꎮ
图 ２ 中:重负载搬运机器人机构为含有 ４ 个闭环

运动链的混联机构ꎬ具有主动关节和被动关节ꎬ主动关

节有 ４ 个ꎬ分别为关节 Ｊ１、Ｊ２、Ｊ５ 和 Ｊ１２ꎬ因此该机器人

有 ４ 个自由度ꎮ

２　 机器人正运动学

２. １　 相邻连杆坐标变换矩阵

Ｄｅｎａｖｉｔ￣Ｈａｒｔｅｎｂｅｒｇ 法(简称 Ｄ￣Ｈ 法)是推导机器

人运动学方程的通用有效方法[１５]ꎮ Ｄ￣Ｈ 法可直接用

于单开环运动链形式的机器人ꎬ但不能直接用于含闭

环运动链的机器人ꎮ 对于含有闭环运动链的机器人ꎬ
首先需在闭环运动链中某个合适关节处将连接在一起

的两个连杆假想分断开ꎬ使机器人的闭环结构演变成

树形结构ꎬ然后才可采用 Ｄ￣Ｈ 法进行运动学方程的推

８２０１ 机　 　 电　 　 工　 　 程 第 ３６ 卷



图 ２　 重负载搬运机器人机构简图

Ｂ０ － 基座ꎻＢ１ － 腰座ꎻＢ２ － 小臂驱动连杆ꎻＢ３ － 小臂中间

连杆ꎻＢ４ － 小臂ꎻＢ５ － 大臂ꎻＢ６ － 大臂弹簧平衡装置壳体ꎻＢ７

－ 大臂弹簧平衡装置连杆ꎻＢ８ － 腕部水平保持下连杆ꎻＢ９ －

腕部水平保持中间连杆ꎻＢ１０ － 腕部水平保持上连杆ꎻＢ１１ － 腕

部外壳连杆ꎻＢ１２ － 腕部输出连杆ꎻＢ１３ － 末端执行器ꎻＪ１ － 腰

部关节ꎻＪ２ － 小臂驱动关节ꎻＪ３ － 小臂中间连杆下关节ꎻＪ４ －

小臂中间连杆上关节ꎻＪ５ － 大臂驱动关节ꎻＪ６ － 大臂弹簧平衡

装置壳体连接关节ꎻＪ７ － 大臂弹簧平衡装置连杆输出关节ꎻＪ８

－ 腕部水平保持下连杆下关节ꎻＪ９ － 腕部水平保持下连杆上

关节ꎻＪ１０ － 腕部水平保持中间连杆右关节ꎻＪ１１ － 腕部水平保

持上连杆右关节ꎻＪ１２ － 腕部关节ꎻＪ１３ － 大臂弹簧平衡装置杆

滑动关节ꎻＪ１４ － 大臂小臂连接关节ꎻＪ１５ － 腕部水平保持中间

连杆连臂关节ꎻ Ｊ１６ － 小臂腕部连接关节ꎻｍｗ － 小臂配重块ꎻ

ｍＬ － 被抓持物

导ꎮ 重负载搬运机器人的连杆和关节较多ꎬ为便于更

清晰表达所布置的坐标系ꎬ宜根据重负载搬运机器人

机构简图将机器人机构拆分ꎮ
相邻连杆坐标变换矩阵 Ａｉ －１

ｉ (ｑｉ) 为[１６]:

Ａｉ －１
ｉ (ｑｉ) ＝

ｃｉ － ｓｉｃαｉ ｓｉｓαｉ αｉｃｉ

ｓｉ ｃｉｃαｉ － ｃｉｓαｉ αｉｓｉ
０ ｓαｉ ｃαｉ ｄｉ

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１)

式中:ｑｉ— 关节变量ꎻｓｉ— 正弦函数ꎬｓｉ ＝ ｓｉｎθｉꎻθｉ—Ｊｉ

的关节位置ꎻｃｉ—余弦函数ꎬｃｉ ＝ ｃｏｓθꎻｓαｉ—正弦函数ꎬ
ｓαｉ ＝ ｓｉｎαｉꎬαｉ—Ｊｉ 的关节偏角ꎻｃαｉ— 余弦函数ꎬｃαｉ ＝
ｃｏｓαｉꎬαｉ— 连杆 Ｂ ｉ 的长度ꎻｄｉ— 连杆 Ｂ ｉ 的偏距ꎮ

２. ２　 闭环运动链几何约束

连杆Ｂ２、Ｂ３、Ｂ４ 和Ｂ５ 通过关节 Ｊ２、Ｊ３、Ｊ４ 和 Ｊ１４ 连接

构成第一个闭环运动链ꎬ选取关节 Ｊ１４ 为该封闭环的假

想分断关节ꎬ则坐标系相对于坐标系 １ 的坐标变换矩

阵 Ａ１
４′(θ２ꎬθ３ꎬθ４) 可表示为:

Ａ１
４′(θ２ꎬθ３ꎬθ４′) ＝ Ａ１

２(θ２)Ａ２
３(θ３)Ａ３

４(θ４′) (２)
式中:θ２—Ｊ２ 的关节位置ꎻθ３—Ｊ３ 的关节位置ꎻθ４′— 关

节 Ｊ４ 的位置ꎮ
连杆 Ｂ４ 与连杆 Ｂ５ 通过关节 Ｊ１４ 连接ꎬ坐标系与坐

标系 ５ 的 ｚ 轴重合ꎬ且正向相同ꎬ在两个坐标系之间存

在方向约束ꎬ可表示为:
ｚ１４′(θ２ꎬθ３ꎬθ４′) ＝ ｚ１５(θ５) (３)

式中:θ５—Ｊ５ 的关节位置ꎮ
坐标系 ４′ 与坐标系 ５ 的原点重合ꎬ在两个坐标系

之间又存在位置约束ꎬ可表示为:
Ｏ１

４′(θ２ꎬθ３ꎬθ４′) ＝ Ｏ１
５(θ５) (４)

针对其他闭环运动链几何约束分析ꎬ采用与上述

第一个闭环相同的方法进行分析ꎮ

２. ３　 机器人末端执行器运动学方程

此处本文直接给出机器人末端执行器运动学方程

的分析结果ꎬ即:
Ａｂ

１３(θ１ꎬθ２ꎬθ５ꎬθ１２) ＝
ｃ１－１２ ｓ１－１２ ０ ｃ１(α１１ － α４ｃ２４ ＋ α５ｃ５ ＋ α１)
ｓ１－１２ － ｃ１－１２ ０ ｓ１(α１１ － α４ｃ２４ ＋ α５ｃ５ ＋ α１)
０ ０ － １ ｄ０１ － ｄ１２ ＋ ｄ１３ － α４ｓ２４ ＋ α５ｓ５
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(５)
式中:ｃ１－１２—余弦函数ꎬｃ１－１２ ＝ ｃｏｓ(θ１ － θ１２)ꎻθ１—Ｊ１ 关

节的位置ꎻθ１２—Ｊ１２ 关节的位置ꎻｓ１－１２— 正弦函数ꎬｓ１－１２
＝ ｓｉｎ(θ１ － θ１２)ꎻｃ２４— 余弦函数ꎬｃ２４ ＝ ｃｏｓ(θ２ ＋ θ４)ꎻ
ｓ２４—正弦函数ꎬｓ２４ ＝ ｓｉｎ(θ２ ＋ θ４)ꎻθ２—Ｊ２ 的关节位置ꎻ
θ４— 连杆 Ｂ４ 的结构调整角ꎻｄ０１— 连杆 Ｂ１ 偏距ꎻｄ１２—
连杆 Ｂ１２ 偏距ꎻｄ１３— 连杆(末端执行器)Ｂ１３ 偏距ꎮ

２. ４　 连杆质心坐标系变换矩阵

下面直接给出需要考虑的各个连杆质心坐标系

(分别为 １、５、２″、３、４ 和 ｍＬ) 相对于基坐标系的坐标变

换矩阵 Ａｂ
ｍｉ
ꎬ分别为:
Ａｂ

ｍ１
(θ１) ＝ Ａｂ

１(θ１)Ａ１
ｍ１
(θｍ１

) (６)
Ａｂ

ｍｓ
(θ１ꎬθ５) ＝ Ａｂ

１(θ１)Ａ１
５(θ５)Ａ５

ｍ５
(θｍ５

) (７)

Ａｂ
ｍ２″

(θ１ꎬθ２) ＝ Ａｂ
１(θ１)Ａ

１
２ (θ２)Ａ２

ｍ２″
(θｍ２″

) (８)

Ａｂ
ｍ３
(θ１ꎬθ２) ＝ Ａｂ

１(θ１)Ａ
１
２ (θ２)Ａ２

３(θ３)Ａ３
ｍ３
(θｍ３

)

(９)

９２０１第 １０ 期 张　 进ꎬ等:含闭环运动链的四自由度搬运机器人动力学建模及验证研究



Ａｂ
ｍ４
(θ１ꎬθ２ꎬθ５) ＝ Ａｂ

１(θ１)Ａ１
４′(θ２ꎬθ５)Ａ４′

ｍ４
(θｍ４

)

(１０)
负载ｍＬ 的质心坐标系与末端执行器Ｂ１３ 的坐标系

重合ꎬ其相对于基坐标系 ｂ 的坐标变换矩阵为搬运机

器人的运动学方程ꎬ如上文式(５) 所示ꎮ

３　 机器人微分运动学

在机器人微分运动学研究中ꎬ文献[１５ － １６] 是利

用几何矢量方法进行分析的ꎬ需要大量矢量叉积ꎮ另
外ꎬ对于闭环运动链ꎬ该方法需要重复利用闭环假想分

断关节几何约束关系ꎬ如上文式(３ꎬ４) 所示ꎬ使推导过

程的运算量进一步增加ꎮ
若连杆坐标系姿态采用最小空间表达时ꎬ对姿态

矩阵直接求取时间导数ꎬ可以获得解析雅可比矩阵ꎮ为
获得坐标系的角速度ꎬ则需要进一步推导出解析雅可

比矩阵与几何雅可比矩阵之间的变换矩阵ꎬ该过程的

运算量也比较大ꎮ
下面采用斜对称矩阵法进行微分运动学分析ꎮ该

方法依据质心坐标系旋转阵的时间导数 Ｒ̇ｍｉ
与质心坐

标系旋转阵转置 ＲＴ
ｍｉ
( ｔ) 的乘积等于斜对称矩阵 Ｓｍｉ

这

一数学关系ꎬ以及 Ｓｍｉ
( ｔ) 相应元素与质心坐标系角速

度矢量[ωｍｉｘ 　 ωｍｉｙωｍｉｚ] 各分量之间存在的对应关系ꎬ
得到质心坐标系角速度的数学解析式ꎬ上述两个关系

式分别为:
Ｓｍｉ

( ｔ) ＝ Ｒ̇ｍｉ
( ｔ)ＲＴ

ｍｉ
( ｔ) (１１)

Ｓｍｉ
( ｔ) ＝ Ｓｍｉ

(ωｍｉ
) ＝

０ － ωｍｉｚ ωｍｉｙ

ωｍｉｚ ０ － ωｍｉｘ

－ ωｍｉｙ ωｍｉｘ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１２)
该方法避免了矢量叉积和重复利用闭环运动链几

何约束的运算ꎬ而求取旋转矩阵时间导数和旋转矩阵

转置都比较容易ꎬ因此显著地减少了推导过程的运算

量ꎬ特别适合含有闭环运动链的机器人微分运动学分

析ꎮ例如ꎬ采用该方法ꎬ可直接得到第一个闭环运动链

Ｌ１ 中连杆 Ｂ４ 质心坐标系 ｍ４ 的角速度表达式ꎬ即:

Ｓｍ４
( ｔ) ＝ Ｒ̇ｍ４

ＲＴ
ｍ４
( ｔ) ＝

０ － θ̇１ － θ̇２ｓ１
θ̇１ ０ － θ̇２ｓ１
θ̇２ｃ１ θ̇２ｓ１ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１３)
通过对质心坐标系 ｍ４ 原点的位置矢量ꎬ求取时间

导数ꎬ得到线速度的表达式:
ｐ̇ｍ４

(ｑ) ＝ ＪＰｍ４
(ｑ) ｑ̇ (１４)

经过上述分析可得搬运机器人的运动学方程和微

分运动学方程ꎬ以及相关连杆质心坐标系的运动学方

程和微分运动学方程ꎮ显然ꎬ由此可得出相关各连杆的

动能和势能表达式ꎬ从而进一步获得拉格朗日公式的

表达式ꎮ

４　 机器人动力学模型

搬运机器人动力学方程的通式ꎬ即机器人的动力

学模型为:
Ｍ(ｑ) ｑ̈ ＋ Ｃ(ｑꎬｑ̇) ｑ̇ ＋ ｇ(ｑ) ＝ τ (１５)

式 中:ｑ— 广 义 坐 标ꎬｑ ＝ [ｑ１ 　 ｑ２ 　 ｑ３ 　 ｑ４] ＝
[θ１ 　 θ２ 　 θ５ 　 θ１２]ＴꎻＭ(ｑ)—４ × ４ 阶 惯 性 矩 阵ꎻＣ(ｑꎬ
ｑ̇)—４ × ４ 阶离心力和科里奥利力矩阵ꎻｇ(ｑ)— 维数为 ４
的重力矩矢量ꎻτ— 关节广义力ꎬτ ＝ [τ１ 　 τ２ 　 τ５ 　 τ１２]Ｔꎮ

式(１５) 中 Ｍ(ｑ)ꎬ的非零元素解析式分别为:
Ｍ１１(ｑ) ＝ ｍｍ１

ｌ２ｍ１ｘｙ ＋ ｓ２ｍ１
Ｉｍ１ｘｘ ＋ ｃ２

ｍ１
Ｉｍ１ｙｙ ＋ Ｉｍｅｚｚ ＋

　 Ｉｍ２″ｘｘ ＋ ｍｍ５
(ｃ５ ｌｍ５

＋ α１) ２ ＋ ｓ２５( Ｉｍ５ｘｘ
＋ Ｉｍ３ｘｘ

) ＋
　 ｃ２

５( Ｉｍ５ｙｙ
＋ Ｉｍ３ｙｙ

) ＋ ｍｍ２″
(αｍ２″

ｃ２ｍ２″
＋ α２ｃ２ ＋ α１) ２ ＋

　 ｍｍ３
(α１ ＋ α２ｃ２ ＋ ｃ５ ｌｍ３

) ２ ＋ ｍｍ４
( － αｍ４

ｃ２ｍ４
＋

　 α５ｃ５ ＋ α１) ＋ ｓ２２ｍ４
Ｉｍ４ｘｘ ＋ ｃ２

２ｍ４
Ｉｍ４ｙｙ ＋ ｍｍｅ

(α１１ －
　 α４ｃ２４ ＋ α５ｃ５ ＋ α１) ２ (１６)
式中:ｍｍ１

— 腰座质量ꎻｍｍ５
— 大臂质量ꎻｍｍ２″

— 小臂驱

动连杆和配重块的等效质量ꎻｍｍ３
— 小臂中间连杆质

量ꎻｍｍ４
— 小臂质量ꎻｍｍｅ

— 末端执行器和负载的等效

质量ꎻｌｍ１ｘｙ—腰座质心距离ꎬｌｍ１ｘｙ ＝ αｍ１
ｃｍ１

＋ α１ꎻｌｍ５
—大

臂质心距离ꎻｌｍ３
—小臂中间连杆质心距离ꎻＩｍ１ｘｘ—腰座

绕 ｘ 轴的转动惯量ꎻＩｍ１ｙｙ— 腰座绕 ｙ 轴的转动惯量ꎻ
Ｉｍｅｚｚ— 负载绕 ｚ 轴的转动惯量ꎻＩｍ２″ｘｘ— 小臂驱动连杆和

配重块绕 ｘ 轴的转动惯量ꎬＩｍ２″ｘｘ ＝ Ｉｍ２″ｙｙꎻＩｍ２″ｙｙ— 小臂驱

动连杆和配重块绕 ｙ轴的转动惯量ꎻＩｍ３ｘｘ—小臂中间连

杆绕 ｘ轴的转动惯量ꎻＩｍ３ｙｙ—小臂中间连杆绕 ｙ轴的转

动惯量ꎻＩｍ４ｘｘ—小臂绕 ｘ轴的转动惯量ꎻＩｍ４ｙｙ—小臂绕 ｙ
轴的转动惯量ꎮ

Ｍ１４(ｑ) ＝ － Ｉｍｅｚｚ (１７)
Ｍ２２(ｑ) ＝ ｍｍ２″(α

２
２ ＋ α２

ｍ２″
＋ ２α２αｍ２″

ｃｍ２″
) ＋

Ｉｍ２″ｚｚ ＋ α２
２ｍｍ３

＋ α２
ｍ４
ｍｍ４

＋ Ｉｍ４ｚｚ ＋ α２
４ｍｍｅ

(１８)
Ｍ２３(ｑ) ＝ ａ２ ｌｍ３

ｍｍ３
ｃ２－５ － α５αｍ４

ｍｍ４
ｃ２－５ ＋

ｍ４ － α４α５ｍｍｅ
ｃ２－５＋４ (１９)

Ｍ３２(ｑ) ＝ ａ２ ｌｍ３
ｍｍ３

ｃ２－５ － αｍ４
α５ｍｍ４

ｃ２－５ ＋
ｍ４ － α４α５ｍｍｅ

ｃ２－５＋４ (２０)
Ｍ３３(ｑ) ＝ (ｍｍ５

ｌ２ｍ５
＋ Ｉｍ５ｚｚ) ＋ ( ｌ２ｍ３

ｍｍ３
＋ Ｉｍ３ｚｚ) ＋

ａ２
５ｍｍ４

＋ ａ２
５ｍｍｅ

(２１)
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Ｍ４１(ｑ) ＝ － Ｉｍｅｚｚ (２２)
Ｍ４４(ｑ) ＝ － Ｉｍｅｚｚ (２３)

式(１５) 中ꎬＣ(ｑ) 的非零元素解析式分别为:
Ｃ１１(ｑꎬｑ̇) ＝ － θ̇２ｍｍ２″

(αｍ２″
ｃ２ｍ２″

＋ α２ｃ２ ＋ α１)(αｍ２″
ｓ２ｍ２″

＋
　 α２ｓ２) － θ̇２ｍｍ３

α２ｓ２(α１ ＋ α２ｃ２ ＋ ｃ５ ｌｍ３
) ＋

　 θ̇２ｍｍ４
αｍ４

ｓ２ｍ４
( － αｍ４

ｃ２ｍ４
＋ α５ｃ５ ＋ α１) ＋ θ̇２ｓ２ｍ４

ｃ２ｍ４
Ｉｍ４ｘｘ －

　 θ̇２ｃ２ｍ４
ｓ２ｍ４

Ｉｍ４ｙｙ ＋ θ̇２ｍｍｅ
α４ｓｍ４

(α１１ － α４ｃ２４ ＋ α５ｃ５ ＋ α１) －
　 θ̇５ｍｍ５

ｌｍ５
ｓ５(ｃ５ ｌｍ５

＋ α１) ＋ θ̇５ｓ５ｃ５( Ｉｍ５ｙｙ ＋ Ｉｍ３ｘｘ) －
　 θ̇５ｃ５ｓ５(Ｉｍ５ｙｙ ＋ Ｉｍ３ｙｙ) － θ̇５ｍｍ３

ｌｍ３
ｓ５(α１ ＋ α２ｃ２ ＋ ｃ５ ｌｍ３

) －
　 θ̇５ｍｍ４

α５ｓ５( － αｍ４
ｃ２ｍ４

＋ α５ｃ５ ＋ α１) － θ̇５ｍｍｅ
α５ｓ５(α１１ －

　 α４ｃ２４ ＋ α５ｃ５ ＋ α１) (２４)
Ｃ１２(ｑꎬｑ̇) ＝ － θ̇１ｍｍ２″

(αｍ２″
ｃｍ２″

α２ｃ２ ＋ α１)(αｍ２″
ｓ２ｍ２″

＋
　 α２ｓ２) － θ̇１ｍｍ３

α２ｓ２(α１ ＋ α２ｃ２ ＋ ｃ５ ｌｍ３
) ＋

　 θ̇１ｍｍ４
αｍ４

ｓ２ｍ４
( － αｍ４

ｃ２ｍ４
＋ α５ｃ５ ＋ α１) ＋ θ̇１ｓ２ｍ４

ｃ２ｍ４
Ｉｍ４ｘｘ －

　 θ̇１ｃ２ｍ４
ｓ２ｍ４

Ｉｍ４ｙｙ ＋ θ̇１ｍｍｅ
α４ｓ２４(α１１ － α４ｃ２４ ＋ α５ｃ５ ＋ α１)

(２５)

Ｃ１３(ｑꎬｑ

) ＝ － θ̇１ｍｍ５

ｌｍ５
ｓ５(ｃ５ ｌｍ５

＋ ａ１) ＋ θ̇１ｓ５ｃ５( Ｉｍ５ｘｘ ＋
　 Ｉｍ３ｘｘ) － θ̇１ｃ５ｓ５( Ｉｍ５ｙｙ ＋ Ｉｍ３ｙｙ) － θ̇１ｍｍ３

ｌｍ３
ｓ５(ａ１ ＋ ａ２ｃ２ ＋

　 ｃ５ ｌｍ３
) － θ̇１ｍｍ４

ａ５ｓ５( － ａｍ４
ｃ２ｍ４

＋ ａ５ｃ５ ＋ ａ１) －
　 θ̇１ｍｍｅ

ａ５ｓ５(ａ１１ － ａ４ｃ２４ ＋ ａ５ｃ５ ＋ ａ１) (２６)

Ｃ２１(ｑꎬｑ

) ＝ θ̇１ｍｍ２″

(ａｍ２″
ｃ２ｍ２″

＋ ａ２ｃ２ ＋ ａ１)(ａｍ２″
ｓ２ｍ２″

＋
　 ａ２ｓ２) ＋ θ̇１ｍｍ３

ａ２ｓ２(ａ１ ＋ ａ２ｃ２ ＋ ｃ５ ｌｍ３
) －

　 θ̇１ｍｍ４
ａｍ４

ｓ２ｍ４
( － ａｍ４

ｃ２ｍ４
＋ ａ５ｃ５ ＋ ａ１) － θ̇１ｓ２ｍ４

ｃ２ｍ４
Ｉｍ４ｘｘ ＋

　 θ̇１ｃ２ｍ４
ｓ２ｍ４

Ｉｍ４ｙｙ － θ̇１ｍｍｅ
ａ４ｓ２４(ａ１１ － ａ４ｃ２４ ＋ ａ５ｃ５ ＋ ａ１)

(２７)

Ｃ２３(ｑꎬｑ

) ＝ θ̇５ａ２ ｌｍ３

ｍｍ３
ｓ２－５ － θ̇５ａ５ａｍ４

ｍｍ４
ｓ２－５＋ｍ４

－
θ̇５ａ４ａ５ｍｍｅ

ｓ２－５＋４ (２８)

Ｃ３１(ｑꎬｑ

) ＝ θ̇１ｍｍ５

ｌｍ５
ｓ５(ｃ５ ｌｍ５

＋ ａ１) － θ̇１ｓ５ｃ５( Ｉｍ５ｘｘ ＋
　 Ｉｍ３ｘｘ) ＋ θ̇１ｃ５ｓ５( Ｉｍ５ｙｙ ＋ Ｉｍ３ｙｙ) ＋ θ̇１ｍｍ３

ｌｍ３
ｓ５(ａ１ ＋ ａ２ｃ２ ＋

　 ｃ５ ｌｍ３
) ＋ θ̇１ｍｍ４

ａ５ｓ５( － ａｍ４
ｃ２ｍ４

＋ ａ５ｃ５ ＋ ａ１) ＋
　 θ̇１ｍｍｅ

ａ５ｓ５(ａ１１ － ａ４ｃ２４ ＋ ａ５ｃ５ ＋ ａ１) (２９)

Ｃ３２(ｑꎬｑ

) ＝ － θ̇２ａ２ ｌｍ３

ｍｍ３
ｓ２－５ ＋ θ̇２ａ５ａｍ４

ｍｍ４
ｓ２－５＋ｍ４

＋
θ̇２ａ４ａ５ｍｍｅ

ｓ２－５＋４ (３０)
式(１５) 中ꎬｇ(ｑ) 的非零元素解析式分别为:
ｇ２(ｑ) ＝ ｍｍ２″

ｇ(ａｍ２″
ｃ２ｍ２″

＋ ａ２ｃ２) ＋ ｍｍ３
ｇａ２ｃ２ －

ｍｍ４
ｇａｍ４

ｃ２ｍ４
－ ｍｍｅ

ｇａ４ｃ２４ (３１)
式中:ｇ— 重力加速度ꎮ
ｇ３(ｑ) ＝ ｍｍ５

ｇｌｍ５
ｃ５ ＋ ｍｍ３

ｇｌｍ３
ｃ５ ＋ ｍｍ４

ｇａ５ｃ５ ＋ ｍｍｅ
ｇａ５ｃ５ ＋

　 ｋａ５′ａ１″(１ － ｄ７(０)(ａ２
５′ ＋ ａ２

１″ － ２ａ５′ａ１″ｃｏｓ(θ５ ＋ φ －

　 θ１″)) － １
２ )ｓｉｎ(θ５ ＋ φ － θ１″) (３２)

式中:ｋ— 大臂平衡装置弹簧刚度系数ꎻｄ７(０)— 大臂平

衡装置弹簧初始位置ꎻφ— 关节 Ｊ１３ 机械结构位置角

度ꎻθ１″— 关节 Ｊ６ 机械结构位置角度ꎮ
下面笔者采用 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 对搬运机器人动

力学模型的正确性进行仿真验证ꎮ

５　 动力学模型正确性仿真验证

ＰＩＤ 控制策略是广泛应用的一种机器人控制方

法ꎬ大量实践证明其在许多场合中能够实现机器人的

位置控制目标ꎮ针对动力学模型正确性验证问题ꎬ为保

证仿真控制算法与机器人控制器相一致ꎬ并避免更改

机器人控制器所带来的困难ꎬ此处选用 ＰＩＤ 控制器算

法仿真验证所得动力学模型的正确性ꎮ
下面给出对 ＰＩＤ 控制器进行增益调整时ꎬ所需的

搬运机器人动力学模型性质参数ꎬ及仿真验证动力学

模型正确性的过程及结果ꎮ
在位置控制的期望位置输入ｑｄ 选定为常值角度ꎬ即:

ｑｄ ＝ [θ１ｄ 　 θ２ｄ 　 θ５ｄ 　 θ１２ｄ] Ｔ ＝
[６０°　 １１０°　 ８０°　 ９０°] Ｔ (３３)

将位置控制的初始位置 ｑ(０) 选定为常值角度ꎬ即:
ｑ(０) ＝ [θ１(０)　 θ２(０)　 θ５(０)　 θ１２(０)] Ｔ ＝

[０°　 ８０°　 ５５°　 ０°] Ｔ (３４)
文献[１] 指出ꎬＰＩＤ控制器的增益矩阵ＫｐꎬＫｖ 和Ｋｉ

需要满足下述不等式条件ꎬ即:
λｍａｘ{Ｋｉ} ≥ λｍｉｎ{Ｋｉ} > ０ (３５)
λｍａｘ{Ｋｐ} ≥ λｍｉｎ{Ｋｐ} > ｋｇ (３６)

λｍａｘ{Ｋｖ} ≥ λｍｉｎ{Ｋｖ} >
λｍａｘ{Ｋｉ}

λｍｉｎ{Ｋｐ} － ｋｇ


λ２
ｍａｘ{Ｍ(ｑ)}

λｍｉｎ{Ｍ(ｑ)}
(３７)

基于所得动力学模型ꎬ以机器人主动关节角位置运

动范围为约束条件ꎬ 模型性质参 数 λｍｉｎ{Ｍ(ｑ)}、
λｍａｘ{Ｍ(ｑ)}和ｋｇ 的提取结果为:λｍｉｎ{Ｍ(ｑ)} ＝ １９ ｋｇｍ２ꎻ
λｍａｘ{Ｍ(ｑ)} ＝ ３６ ３１５ ｋｇｍ２ꎻｋｇ ＝ ４３ ８５０ ｋｇｍ２ / ｓ２ꎮ

根据上述 ３ 个性质参数和式(３５ ~ ３７)ꎬ确定 ＰＩＤ
控制器的增益矩阵ꎬ初步选择 Ｋｉ０ ＝ ｄｉａｇ{５}Ｎｍ / ｓꎬ
Ｋｐ０ ＝ ｄｉａｇ{４３ ９００}Ｎｍꎬ由式(３７) 计算可得 Ｋｖ０ ＝
ｄｉａｇ{４ ４９９ ６２６. ６９}Ｎｍｓꎮ

基于 所 得 动 力 学 模 型 解 析 式ꎬ 本 文 采 用

Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 编写仿真程序和 ＰＩＤ 控制器算法ꎬ进
行位置控制仿真ꎮ对初步仿真所得关节位置曲线进行

分析ꎬ发现在上述公式确定的增益基础上需进一步调整

ＰＩＤ 控制器的增益ꎮ为减小系统稳态输出的误差ꎬ可增

大Ｋｉ 的值ꎬ选定Ｋｉ ＝ ｄｉａｇ{５００}Ｎｍ/ ｓꎬ则 λＭａｘ{Ｋｉ} ＝
５００ Ｎｍ / ｓꎻ对上面初步确定的 Ｋｐ０ 乘以放大系数
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ｋＫｐ ＝ ２５ꎬ计算得 Ｋｐ ＝ ｄｉａｇ{１ ０９７ ５００} Ｎｍꎬ 则

λｍｉｎ{Ｋｐ} ＝ １ ０９７ ５００ Ｎｍꎻ由式(３７) 再次计算ꎬ得
Ｋｖ１ꎬ结果为 λｍｉｎ{Ｋｖ１} > ２１ ３５２. ５７ Ｎ / ｍｓꎮ依据该结

果ꎬ暂定 Ｋｖ１ ＝ ｄｉａｇ{２１ ３５５}Ｎ / ｍｓꎬ再次运行仿真程

序ꎬ并对所得关节位置曲线进行分析ꎬ发现还需增加增

益 Ｋｖ１ 的值ꎮ将Ｋｖ１ ＝ ｄｉａｇ{２１ ３５５}Ｎ / ｍｓ乘以放大系

数 ｋＫｖ ＝ １０ꎬ最终算得 Ｋｖ ＝ ｄｉａｇ{２１３ ５５０}Ｎ / ｍｓꎮ根
据所选定的增益(即 Ｋｉ、Ｋｐ 和 Ｋｖ) 进行仿真ꎮ

搬运机器人主动关节位置曲线如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 搬运机器人主动关节位置曲线

图 ３ 的位置曲线表明:主动关节位置由初始位置

快速趋向期望位置ꎬ最后与期望位置重合ꎬ说明在所得

动力学模型基础上ꎬ采用 ＰＩＤ 控制器算法能够实现位

置控制目标ꎮ
搬运机器人主动关节转矩曲线如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 搬运机器人主动关节转矩曲线

　 　 图 ４ 中的主动关节转矩曲线表明:关节转矩在初

始时刻的输出值很大ꎬ原因是式(３３)表达的期望位置

输入为阶跃信号ꎬ在初始时刻还包含着一个脉冲信号ꎮ

６　 仿真验证结果分析

上述动力学模型正确性仿真验证涉及的 ＰＩＤ 控制

器增益选择及调整ꎬ是基于所提取的机器人动力学模

型性质参数进行的ꎬ式(３６ꎬ３７)表达了 ＰＩＤ 增益与动

力学模型性质参数间的约束关系ꎬ利用该约束关系能

有效指导 ＰＩＤ 增益的选择以实现位置控制目标ꎮ 采用

主动关节位置曲线ꎬ而不是相应误差曲线来表明仿真

结果ꎬ是因为前者能更直观地观察关节位置的变化过

程和趋势ꎬ以判断关节位置输出是否符合在阶跃输入

下的一般规律ꎮ
搬运机器人主动关节转矩曲线显示了动力学模型

中ꎬ主动关节转矩变化与主动关节位置曲线的对应关

系ꎬ曲线变化符合机器人关节空间动力学一般规律ꎬ表
明所得动力学模型是正确的ꎮ

７　 结束语

本文对一种含闭环运动链的四自由度搬运机器人

进行了动力学建模ꎬ采用了斜对称矩阵法简化了微分

运动学分析过程ꎬ采用拉格朗日法得到了动力学模型

解析式ꎻ通过 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 对所得机器人动力学模

型进行了 ＰＩＤ 位置控制仿真ꎬ仿真结果表明:所得动力

学模型是正确的ꎬ为后续模型实验验证提供了参照曲

线ꎬ也为基于模型的机器人控制提供了模型基础ꎮ
由于所得动力学模型是在机器人连杆被视作理想

刚体这一假设条件下推导出的ꎬ下一步工作需要通过

实验验证模型的正确性ꎬ分析机器人关节中存在的弹

性变形、摩擦和间隙等因素对动力学特性的影响程度ꎬ
并将显著影响因素纳入到动力学模型中ꎬ使所得动力

学模型能够更真实地反映机器人的动力学特性ꎮ
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