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摘要:针对准确测量正交面齿轮的传动误差ꎬ减小测量过程中面齿轮安装误差对测量结果影响的问题ꎬ对既有偏置距又有加工误差

的正交面齿轮进行了数学建模ꎬ并采用了 ＴＣＡ 分析方法ꎬ研究了偏置距对带有加工误差的正交面齿轮传动误差及接触轨迹的影响

规律ꎬ确定了最大偏置距范围ꎮ 对不同偏置距下的面齿轮传动误差进行了测量实验ꎬ得到了一系列传动误差实测曲线及面齿轮一

齿切向综合偏差ꎮ 研究结果表明:面齿轮沿轴向上偏对传动误差影响不大ꎻ面齿轮沿轴向下偏时ꎬ面齿轮一齿切向综合偏差增大

８. ０８６ μｍꎻ齿轮相对于小齿轮左右偏时ꎬ对传动误差无明显影响ꎬ面齿轮一齿切向综合偏差偏移量在 １ μｍ 之内ꎻ这一结果对面齿轮

传动误差测量中如何减小安装误差对测量结果的影响具有指导意义ꎮ
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０　 引　 言

面齿轮传动是由圆柱齿轮和面齿轮相互啮合的一种

齿轮传动ꎬ它具有振动小、噪音低、互换性高、重合度大等

优点ꎬ尤其在直升机传动系统、航空、航海、汽车等工业的

应用过程中体现出了其他齿轮元件无法替代的优越

性[１]ꎮ 面齿轮接触轨迹及传动误差直接决定了面齿轮副

传动过程中的传动精度、振动和噪声等ꎮ 因此ꎬ对面齿轮

接触轨迹及传动误差的研究具有十分重要的意义ꎮ
国内外许多专家对面齿轮传动进行了大量研究ꎮ

ＬＩＴＶＩＮ Ｆ Ｌ 等人[２￣４]使用有限元方法对面齿轮接触轨迹

及传动误差进行了研究ꎻＣｈｕｎｇ Ｔ Ｄ 等人[５]根据面齿轮

啮合原理ꎬ分析了安装误差对面齿轮传动啮合轨迹和运

动误差的影响ꎻ汪中厚等[６]对正交直齿面齿轮接触轨迹

及传动误差进行了研究ꎬ并通过仿真分析出了部分安装

误差对面齿轮传动误差的影响ꎻ朱如鹏等[７]分析了偏置

误差对接触点主曲率的影响ꎻ王延忠等[８]分析了偏置误

差对重载面齿轮传动啮合轨迹的影响ꎮ
综上所述ꎬ国内外许多专家就偏置距对面齿轮接触

轨迹的影响作了大量研究ꎬ得出了偏置误差对面齿轮接

触轨迹的影响规律ꎮ 但是ꎬ对于带有加工误差的面齿

轮ꎬ在传动过程中受偏置距影响的分析较少ꎬ关于面齿

轮传动过程中传动误差受偏置距影响的试验国内也鲜

有报道ꎮ
因此ꎬ本文拟对带有加工误差的面齿轮进行研究ꎬ

并分析偏置距对其传动误差的影响ꎬ通过仿真与试验

得出结论ꎬ以为面齿轮传动误差测量仪中面齿轮副安

装提供依据ꎬ使得面齿轮传动误差测量更加准确ꎮ

１　 带偏置距和加工误差的面齿轮啮

合接触分析

１. １　 带有加工误差的正交面齿轮数学建模

面齿轮齿面通过直齿轮刀具(插齿刀)ꎬ采用范成

法进行加工ꎬ在面齿轮齿面的加工过程中ꎬ面齿轮齿面

会以一定的传动比随直齿轮刀具的转动而转动ꎬ直齿

轮刀具齿面的包络面即为面齿轮的齿面ꎮ 面齿轮齿面

径失函数及齿面法向量是依据齿轮啮合原理及空间啮

合原理ꎬ由直齿轮刀具的齿面径失函数及齿面法向量

推导得到[９￣１０]ꎮ
面齿轮齿面径失函数及齿面法向量的求解可以分

为以下几步:
(１) 建立坐标系 Ｓｓ 及 Ｓ２ꎬ使其分别与直齿轮刀具及

面齿轮固联的ꎬ求得刀具齿面径失函数及齿面法向量ꎻ

(２) 设刀具 θｓ 处有一误差量Δθｓꎬ将误差量代入标

准刀具齿面径矢函数ꎬ得到带有刀具误差的刀具齿面

径矢函数ꎻ
(３) 引入４种加工误差Δｒ、Δａ、ΔＥｓ、Δｑｓꎬ建立带有

加工误差的坐标系ꎻ
(４) 确定坐标系 Ｓｓ′ 到 Ｓ２′ 转换矩阵ꎬ将坐标系 Ｓｓ′

中的刀具齿面径失函数及齿面法向量坐标转换至坐标

系 Ｓ２′ 中ꎬ在面齿轮坐标系中ꎬ由啮合方程求得带有加

工误差的面齿轮齿面径失函数及齿面法向量ꎮ
面齿轮齿面加工坐标系如图 １ 所示ꎮ

图 １　 面齿轮齿面加工坐标系

Δｒ— 刀具径向跳动ꎻΔａ— 刀具轴向窜动ꎻΔＥｓ— 两轴

相错偏差ꎻΔｑｓ— 面齿轮轴向位移ꎻＳｓ— 无加工误差的刀具

坐标系ꎻＳ２— 无加工误差的面齿轮坐标系ꎻＳ２′— 面齿轮运

动坐标系ꎻＳｓ′— 刀具运动坐标系

插齿刀齿面径失函数 ｒｓ(ｕｓꎬθｓ) 为:

　 ｒｓ ＝

± ｒｂｓ[ｓｉｎ(θｏｓ ＋ θｓ) － θｓｃｏｓ(θｏｓ ＋ θｓ)]
－ ｒｂｓ[ｃｏｓ(θｏｓ ＋ θｓ) ＋ θｓｓｉｎ(θｏｓ ＋ θｓ)]
ｕｓ
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插齿刀齿廓单位法向量 ｎｓ 为:

ｎｓ ＝
－ ｃｏｓ(θｏｓ ＋ θｓ)
∓ ｓｉｎ(θｏｓ ＋ θｓ)
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(２)

带有刀具误差的刀具齿面径矢函数 ｒ′ｓ(ｕｓꎬθｓ) 为:

ｒ′ｓ ＝

± ｒｂｓ[ｓｉｎ(θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ) －
θｓｃｏｓ(θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ)]

－ ｒｂｓ[ｃｏｓ(θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ) ＋
θｓｓｉｎ(θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ)]

ｕｓ
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(３)
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带有刀具误差的刀具齿廓单位法向量 ｎ′ｓ 为:

ｎ′ｓ ＝
－ ｃｏｓ(θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ)
± ｓｉｎ(θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ)
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(４)

式中:ｒｂｓ—直齿圆柱齿轮刀具的基圆半径ꎻｕｓ—直齿圆

柱齿轮刀具齿面任意一点的轴向参数ꎻθｓ— 渐开线起

点与发生线之间夹角ꎻΔθｓ— 刀具 θｓ 处一误差量ꎮ
根据上述步骤ꎬ确定坐标系Ｓｓ′到Ｓ２′转换矩阵Ｍ２′ｓ′ꎬ即:

Ｍ２′ｓ′ ＝ Ｍ２′２Ｍ２ｓＭｓｓ′ (５)
对刀具齿面径失函数进行坐标变换ꎬ得到刀具产

形面的曲面方程:
ｒ′２(θｓꎬφｓ) ＝ Ｍ２′ｓ′ｒ′ｓ(ｕｓꎬθｓ) (６)

再结合啮合方程ꎬ有:
ｎｓｖｓ２

ｓ ＝ ０ (７)
ｒｂｓ － ｕｓ ｉ２ｓｃｏｓ(φｓ ± (θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ)) ＝ ０ (８)

面齿轮的齿面方程 Σ２ 为:
ｒ′２(θｓꎬφｓ) ＝ Ｍ２′ｓ′ｒ′ｓ(ｕｓꎬθｓ)
ｒｂｓ － ｕｓ ｉ２ｓｃｏｓ(φｓ ± (θｏｓ ＋ θｓ ＋ Δθｓ)) ＝ ０{ (９)

面齿轮齿面法向量为:

ｎ２ ＝
－ ｃｏｓφ２ｃｏｓ(θｓ ＋ Δθｓ ＋ θｏｓ ± φｓ)
ｓｉｎφ２ｃｏｓ(θｓ ＋ Δθｓ ＋ θｏｓ ± φｓ)
∓ ｓｉｎ(θｓ ＋ Δθｓ ＋ θｏｓ ± φｓ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１０)

式中:ｉ２ｓ ＝ Ｎｓ / Ｎ２ꎻφ２ ＝ ｉ２ｓφｓꎻθｏｓ ＝ π / (２Ｎｓ) － ｉｎｖα０ꎮ

１. ２　 面齿轮传动误差仿真分析

本研究建立啮合分析坐标系ꎬ引入偏置距 Δｑ 和

ΔＥꎬ带偏置距的面齿轮啮合坐标系如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 带偏置距的面齿轮啮合坐标系

Δｑ— 面齿轮轴向位移ꎻΔＥ— 两轴交错最短距离ꎻ
Ｓ１— 小齿轮坐标系ꎻＳ２— 面齿轮坐标系ꎻＳｆ— 固定坐标

系ꎻＳｑꎬＳｄꎬＳｅ— 辅助坐标系ꎻＢ— 刀具与小齿轮的中心距

本研究采用 ＴＣＡ 分析方法ꎬ将小齿轮齿面 １ 及

其单位法线矢量和面齿轮齿面 ２ 及其单位法线矢量

坐标变换至固定坐标系 Ｓｆ 中ꎬ则１ 和２ 在坐标系 Ｓｆ

中的相切接切触方程为:
ｒ(１)ｆ (ｕꎬθꎬφ′１) ＝ ｒ(２)ｆ (θｓꎬφｓꎬφ′２) (１１)
ｎ(１)

ｆ (θꎬφ′１) ＝ ｎ(２)
ｆ (θｓꎬφｓꎬφ′２) (１２)

小齿轮齿面 １ 和其单位法线矢量转换到 Ｓｆ 坐标

系中表示为:
ｒ(１)ｆ (ｕꎬθꎬφ′１) ＝ Ｍｆ１ｒ１(ｕꎬθ) (１３)

ｎ(１)
ｆ (θꎬφ′１) ＝ Ｌ ｆ１ｎ１(θ) (１４)

从 Ｓ１ 坐标系转换到 Ｓｆ 坐标系ꎬ转换矩阵为:

Ｍｆ１ ＝

ｃｏｓφ′１ － ｓｉｎφ′１ ０ ０
ｓｉｎφ′１ ｃｏｓφ′１ ０ ０

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１５)

Ｌ ｆ１ ＝
ｃｏｓφ′１ － ｓｉｎφ′１ ０
ｓｉｎφ′１ ｃｏｓφ′１ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１６)

ｒ１ 和 ｎ１ 分别与刀具的齿面方程和单位法向量类

似ꎬ推导可得小齿轮齿面 １ꎬ转换到 Ｓｆ 坐标系中可表

示为:

　 ｒ(１)ｆ (ｕꎬθꎬφ′１) ＝

ｒｂ[ｓｉｎ(φ′１ ± (θ０ ＋ θ)) ±
θｃｏｓ(φ′１ ± (θ０ ＋ θ))]
－ ｒｂ[ｃｏｓ(φ′１ ± (θ０ ＋ θ)) ±
θｓｉｎ(φ′１ ± (θ０ ＋ θ))]
ｕ
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１７)

　 ｎ(１)
ｆ (θꎬφ′１) ＝

－ ｃｏｓ(φ′１ ± (θ０ ＋ θ))
－ ｓｉｎ(φ′１ ± (θ０ ＋ θ))
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１８)

面齿轮齿面 ２ 和其单位法线矢量转换到 Ｓｆ 坐标

系中表示为:
ｒ(２)ｆ (θｓꎬφｓꎬφ′２) ＝ Ｍｆ２ｒ２(θｓꎬφｓ) (１９)
ｎ(２)

ｆ (θｓꎬφｓꎬφ′２) ＝ Ｌ ｆ２ｎ２(θｓꎬφｓ) (２０)
从 Ｓ２ 坐标系转换到 Ｓｆ 坐标系ꎬ转换矩阵为:

　 Ｍｆ２ ＝

ｃｏｓφ′２ － ｓｉｎφ′２ ０ ΔＥ
０ ０ １ Ｂ ＋ Δｑ

－ ｓｉｎφ′２ － ｃｏｓφ′２ ０ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２１)

Ｌ ｆ２ ＝
ｃｏｓφ′２ － ｓｉｎφ′２ ０

０ ０ １
－ ｓｉｎφ′２ － ｃｏｓφ′２ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２２)
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由于 ｒ２ 和 ｎ２ 在上面已求出ꎬ再根据式(１９ ~ ２２)ꎬ
可以推导出 ｒ(２)ｆ 和 ｎ(２)

ｆ ꎮ由矢量方程式(１１ꎬ１２) 可以提

供具有 ６ 个未知数的方程组ꎬ如下:
ｘ(１)
ｆ (φ′１ꎬθꎬｕ) ＝ ｘ(２)

ｆ (φ′２ꎬθｓꎬφｓ) (２３)
ｙ(１)
ｆ (φ′１ꎬθꎬｕ) ＝ ｙ(２)

ｆ (φ′２ꎬθｓꎬφｓ) (２４)
ｚ(１)ｆ (φ′１ꎬθꎬｕ) ＝ ｚ(２)ｆ (φ′２ꎬθｓꎬφｓ) (２５)
ｎ(１)
ｘｆ (φ′１ꎬθ) ＝ ｎ(２)

ｘｆ (φ′２ꎬθｓꎬφｓ) (２６)
ｎ(１)
ｙｆ (φ′１ꎬθ) ＝ ｎ(２)

ｙｆ (φ′２ꎬθｓꎬφｓ) (２７)
ｎ(１)
ｚｆ (φ′１ꎬθ) ＝ ｎ(２)

ｚｆ (φ′２ꎬθｓꎬφｓ) (２８)
该 ６ 个方程只有５ 个是相互独立的ꎬ其中有６ 个未

知数ꎮ设定 φ′１ 为已知ꎬ可求出其他参数ꎬ从而确定一

个接触点以及在该点处的传动误差ꎻ以一定步长改变

φ′１ꎬ可以得出下一个接触点以及该点处的传动误差ꎬ
直到接触点超出面齿轮齿面边界ꎮ

理想的齿轮传动是共轭的ꎬ当小齿轮转过一定角

度的时候ꎬ面齿轮也要转过相应的角度ꎮ但实际面齿轮

副存在加工误差及安装偏置距时ꎬ其传动误差为:

δ ＝ (φ′２ － φ∗
２ ) －

Ｎ１

Ｎ２
× φ′１ × ｒ × １０３ (２９)

式中:ｒ— 面齿轮分度圆半径ꎮ

２　 传动误差仿真及安装偏置距范围

本研究采用上述方法对面齿轮传动误差及接触轨

迹进行仿真ꎮ啮合参数如下:
模数ｍ ＝ ６ꎬ压力角α ＝ ２５°ꎬ刀具齿数Ｎｓ ＝ ２２ꎬ圆柱

齿轮齿数 Ｎ１ ＝ １９ꎬ圆柱齿轮精度为 ７ꎬ面齿轮齿数 Ｎ２ ＝
６０ꎬΔθｓ ＝ － ０.０２５ ｒａｄꎬΔｒ ＝ ０.１２ ｍｍꎬΔａ ＝ － ０.０５ ｍｍꎬ
ΔＥｓ ＝ ０. １ ｍｍꎬΔｑｓ ＝ ０. １ ｍｍꎮ

为避免面齿轮副实际啮合过程中出现边缘接触ꎬ
设定接触轨迹的极限位置在距离边缘 １ ｍｍ 处ꎮ

本文重点列举了部分仿真结果图ꎬΔｑ 变化时ꎬ面
齿轮传动误差及接触轨迹如图 ３ 所示ꎮ

首先分析安装偏置距 Δｑ 对接触轨迹的影响:
Δｑ 为 －０. ５ ｍｍꎬ面齿轮传动误差如图 ３(ａ)所示ꎮ

接触轨迹如图 ３(ｂ)所示ꎮ 此时接触轨迹达到面齿轮齿

面内侧极限ꎻΔｑ 为 ０. ８ ｍｍꎬ面齿轮传动误差如图 ３(ｃ)
所示ꎮ 接触轨迹如图 ３(ｄ)所示ꎮ 接触轨迹达到面齿轮

齿面外侧极限ꎻ所以 Δｑ 的范围为 －０. ５ ｍｍ ~０. ８ ｍｍꎮ
分析安装偏置距 ΔＥ 对接触轨迹的影响:
ΔＥ 为 － ０. ８ ｍｍ 接触轨迹达到面齿轮齿面内侧极

限ꎬ随 ΔＥ 的增大接触轨迹向面齿轮外侧移动ꎬΔＥ 为

１. １ ｍｍꎬ接触轨迹达到面齿轮外侧极限ꎬ所以确定 ΔＥ
的范围为 － ０. ８ ｍｍ ~１. １ ｍｍꎮ

图 ３　 Δｑ 变化时ꎬ面齿轮传动误差及接触轨迹

３　 偏置距对正交面齿轮传动误差影

响实验

３. １　 实验仪器

面齿轮传动误差测量仪器主要由:面齿轮精密
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密珠轴系、圆柱齿轮精密密珠轴系、光栅测量系统、
控制单元组成ꎮ 本研究采用时钟脉冲细分计数法ꎬ
实现传动误差数据采集ꎬ可测量面齿轮齿轮副传动

误差ꎬ并分析出面齿轮切向综合总偏差、一齿切向综

合偏差等[１１] ꎮ

３. ２　 实验条件

电机转速恒定ꎬ面齿轮转速为 ３ ｒ / ｍｉｎꎬ调节齿轮

偏置距ꎬ每个位置连续测量 ３ 次ꎬ求取平均值ꎬ进而完

成实验ꎮ
传动误差实验如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 传动误差实验

３. ３　 实验数据分析

面齿轮在正确啮合位置上下偏移ꎬ每隔 ０. １ ｍｍ
测量 ３ 次其传动误差ꎮ 由本文第 ２ 节得出 Δｑ 的范

围为 － ０. ５ ｍｍ ~ ０. ８ ｍｍꎬ进而得出测量范围为

－ ０. ５ ｍｍ ~ ０. ８ ｍｍꎮ
本研究将仪器中测量的面齿轮一齿切向综合偏差

ｆ′ｉꎬ以及仿真得出的一齿切向综合偏差值进行综合分

析ꎬ以 Δｑ 为横坐标ꎬ一齿切向综合偏差 ｆ′ｉ 为纵坐标绘

制每个不同偏置距下的误差曲线ꎮ
Δｑ 对传动误差的影响如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 对传动误差的影响

通过图 ５ 可以看出:
Δｑ 为负时ꎬ随 Δｑ 减小ꎬ一齿切向综合偏差 ｆ′ｉ 呈增

大趋势ꎻΔｑ 为正时ꎬ对面齿轮传动误差影响较小ꎮ
Δｑ 为负时ꎬ面齿轮沿轴向下偏ꎬ随偏移量的增

大ꎬ接触域逐渐减小ꎬ重合度降低ꎬ使得两对齿之间

啮合出现脱啮ꎬ齿轮传动出现较大冲击ꎬ齿轮传动误

差曲线出现尖峰ꎬ每个齿的误差越来越明显ꎬ一齿切

向综合偏差 ｆ′ｉ 增大 ８. ０８６ μｍꎻΔｑ 为正时ꎬ面齿轮沿

轴向上偏ꎬ啮合力增大ꎬ小齿轮与面齿轮传动更加平

稳ꎬ传动误差曲线更加平滑ꎬ一齿切向综合偏差值相

对较小ꎮ
对面齿轮左齿面进行测量ꎬ小齿轮在正确啮合位

置左右偏移ꎬ每隔 ０. １ ｍｍ 测量 ３ 次传动误差ꎮ 小齿

轮左移ꎬΔＥ 为负ꎻ小齿轮右移ꎬΔＥ 为正ꎮ
由本文第 ２ 节得出 ΔＥ 的范围为 － ０. ８ ｍｍ ~

１. １ ｍｍꎮ 将仪器中测量的面齿轮一齿切向综合偏差

ｆ′ｉ 以及仿真得出的一齿切向综合偏差值综合分析ꎬ以
ΔＥ 为横坐标ꎬ一齿切向综合偏差 ｆ′ｉ 为纵坐标绘制不

同偏置距下的误差曲线ꎮ
ΔＥ 对传动误差的影响如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 对传动误差的影响

实验与仿真对比发现:
实验与仿真结果比较相近ꎬ一齿切向综合偏差 ｆ′ｉ

实验数据与仿真数据略存在差异的主要原因是ꎬ齿轮

一齿切向综合偏差 ｆ′ｉ 通常由齿轮跳动、仪器各轴运动

误差、齿轮负载等综合因素决定ꎬ测得一齿切向综合偏

差是这些综合因素的结果ꎮ

４　 结束语

考虑安装偏置距及加工误差对面齿轮传动误差的

影响ꎬ本文首先确定了偏置距对带有加工误差的面齿
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轮的接触轨迹的影响ꎬ建立了带有偏置距及加工误差

的面齿轮传动模型ꎬ通过 ＴＣＡ 分析得出偏置距的范

围ꎬ在此基础上进行了实验ꎬ分析了偏置距对面齿轮传

动误差的影响ꎬ得出结论如下:
(１)偏置距 Δｑ 为负时ꎬ面齿轮接触轨迹向面齿轮

小端移动ꎻΔｑ 为正时ꎬ面齿轮接触轨迹向面齿轮大端

移动ꎬ在面齿轮大端面齿轮齿厚较小ꎬ所以需求载荷较

大时ꎬ需控制 Δｑ 的上限ꎻ偏置距 ΔＥ 为负时ꎬ面齿轮接

触轨迹向小端移动ꎻΔＥ 为正时ꎬ面齿轮接触轨迹向面

齿轮大端移动ꎻ
(２)偏置距 Δｑ 为正时ꎬ对面齿轮传动误差影响不

大ꎻ偏置距 Δｑ 为负时ꎬ面齿轮传动误差随 Δｑ 的减小

而增大ꎻΔｑ ＝ － ０. ５ ｍｍ 相对于 Δｑ ＝ ０ ｍｍ 时ꎬ测得面

齿轮一齿切向综合偏差 ｆ′ｉ 增大 ８. ０８６ μｍꎻ偏置距 ΔＥ
对面齿轮传动误差影响不大ꎬ测得面齿轮一齿切向综

合偏差 ｆ′ｉ 偏移量均在 １ μｍ 之内ꎻ安装面齿轮时要严

格控制 Δｑ 下限ꎻ
(３)通过研究偏置距对接触轨迹及传动误差的影

响ꎬ可以指导传动误差测量过程中面齿轮副安装ꎬ减小

安装误差对测量结果的影响ꎮ
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