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摘要:针对机器人手眼视觉系统中的手眼标定问题ꎬ对机械手末端执行器与摄像机之间的手眼转换关系进行了研究ꎮ 对手眼标定

问题中求解齐次矩阵的方法进行了归纳ꎬ建立了完整的基于运动位姿的视觉模型ꎻ利用改进对偶四元数方法分别求解了手眼齐次

变换矩阵中的旋转矩阵和平移向量ꎻ为保证获得的平移向量是最优解ꎬ在求解平移向量过程中引入了无穷范数最小化ꎬ通过迭代求

取了局部最优解的值ꎻ基于所考虑的求解最优ꎬ利用 Ｍａｔｌａｂ 对平移向量算法进行了仿真研究ꎬ并将该算法标定结果与线性解耦估计

算法和传统对偶四元数算法进行了比较ꎮ 研究结果表明:该算法在标定精度、对噪声的鲁棒性、对运动位姿个数的敏感性和稳定性

方面均优于其他两种算法ꎬ能满足手眼标定的精度要求ꎮ
关键词:手眼标定ꎻ对偶四元数ꎻ刚体运动ꎻ无穷范数最小化
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０　 引　 言

在具有视觉的机器人系统中ꎬ手眼协调的问题是

机器人能否准确完成目标物体的识别、定位与抓取的

关键ꎮ 而在抓取目标物体的过程中ꎬ必须确定机械手

与目标物体之间的相对位置ꎬ以便机器人控制器控制

各关节运动到目标物体的位置ꎬ并使机械手处于能抓

取物体的姿态与位置ꎬ进而完成抓取操作ꎮ 该过程关

键是要获得机械手末端执行器与摄像机之间的手眼转

换关系ꎮ



从数学上来说ꎬ手眼标定问题的关键是求解齐次

矩阵等式 ＡＸ ＝ ＸＢ 中的 Ｘ 矩阵[１]ꎮ 目前ꎬ研究者提出

了不同的方法来解此等式ꎬ大致分为以下 ３ 种:第 １ 种

是旋转和平移分别估计算法ꎬ先求旋转矩阵再求解平

移向量[２￣４]ꎬ最典型的是 ＪＡＣＫ 等的四元数法、ＴＡＳＩ 等

的线性二分法ꎻ第 ２ 种是旋转和平移同时估计算法ꎬ同
时求解旋转矩阵和平移向量ꎬ最典型的方法是 ＳＴＲＯＢＬ
等[５]的非线性优化方法和 ＤＡＮＩＩＬＩＤＩＳ 等[６]的对偶四元

数法ꎻ第 ３ 种方法是在全局迭代优化步骤中同时求解标

定方程和摄像机的内参数ꎮ 本文假定摄像机内参数已被

精确求解ꎬ因此ꎬ在对比分析中将不考虑该方法ꎮ
针对机器人视觉系统的手眼标定问题ꎬ本文采用

ＭＡＬＴＩ Ａ[７]的思想ꎬ结合对偶四元数和无穷最小范数

迭代获得最优解ꎬ通过仿真研究ꎬ与传统的对偶四元数

和线性解耦估计算法比较ꎬ在引入一定噪声的情况下ꎬ
验证该算法的鲁棒性ꎮ

１　 机器人视觉标定模型及手眼标定

问题描述

１. １　 机器人视觉系统及标定模型

机器视觉应用于机器人技术时ꎬ经常将摄像机固

定在机器人手臂的末端执行器上ꎬ当机器人的末端执

行器执行某任务时ꎬ必须通过摄像机来测定末端执行

器与工件的相对位置ꎮ
要实现这一任务ꎬ安装在机械臂上的摄像机与机

械臂末端之间的手眼标定是关键环节ꎬ为此ꎬ首先应建

立此视觉系统相对运动的各个坐标系之间的关系ꎬ机
器人相对运动模型如图 １ 所示ꎮ

图 １　 机器人相对运动模型

Ｆｗ—以目标物体为基准建立的世界坐标系ꎻＦｃ—以摄像

机的光心为原点建立的摄像机坐标系ꎻＦｅ—机器人手爪坐标

系ꎻＦｂ—机械臂基坐标系(它固结于机器人本体基坐标系)

１. ２　 手眼标定问题描述

依照图 １ 所示ꎬ手眼系统标定方程为:
ＡＸ ＝ ＸＢ (１)

式中:Ａ—机器人变换一次位姿后摄像机的相对运动ꎻＢ—
手爪的相对运动ꎻＸ—摄像机与手爪之间的变换矩阵ꎮ

其中:
Ａ ＝Ａ１Ａ －１

２

Ｂ ＝Ｂ２Ｂ －１
１

{ (２)

式中:Ｂ１ꎬＢ２—不同位置机械臂与手爪之间的转换矩阵ꎻ
Ａ１ꎬＡ２—不同位置摄像机与目标物体之间的转换矩阵ꎮ

以上矩阵均为齐次刚性变换矩阵ꎮ
对摄像机来说ꎬＡ 矩阵可由摄像机的外参数标定

获得[８]ꎮ Ｂ 矩阵可以根据机器人的正向运动学方程获

得[９]ꎬ也可由机器人控制器输出读出ꎮ 手眼标定方程

可以解耦为旋转和平移两部分ꎬ若令矩阵 ＡꎬＸꎬＢ 由对

应的旋转部分和平移部分组成ꎬ即:
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那么式(１)可转化为:
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展开该齐次方程可得:
ＲＡＲＸ ＝ ＲＸＲＢ (４)

ＲＡ ｔＸ ＋ ｔＡ ＝ ＲＸ ｔＢ ＋ ｔＸ (５)
通过求解以上两个方程可得到方程 (１) 的解ꎮ

ＴＡＳＩ 和 ＬＥＮＺ[４]证明至少要改变 ２ 次位姿(即至少需要

３ 个位置的摄像机标定结果)才能解决该问题ꎮ 本文基

于对偶四元数理论ꎬ在保证标定参数精度的条件下就该

问题做了一些初步的研究ꎬ以使得运动次数最少ꎮ

２　 基于对偶四元数的手眼系统标定

及求解

２. １　 对偶四元数

基于四元数和对偶理论的对偶四元数在物体位姿

测量方面有广泛的应用ꎬ可有效的解决旋转关系ꎮ 对

偶四元数可以理解为元素为四元数的对偶数也可以理

解为元素为对偶数的四元数ꎮ 按照第一种理解方式ꎬ
对偶四元数可以由以下形式表示[６]:

ｐ^ ＝ ｐ ＋ εｐ′ ＝
ｐ０

ｐ→
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ε

ｐ′０
ｐ′→

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (６)

式中:ｐꎬｐ′—纯四元数(ｐ０ 和 ｐ′０ 为实数)ꎻｐ
→
ꎬｐ ′

→
—对偶

四元数的实部 (非对偶部分) 和对偶部分)ꎬ ｐ
→

＝

ｐ１ ｐ２ ｐ３[ ]Ｔꎬ ｐ′
→

＝ ｐ′１ 　 ｐ′２ 　 ｐ′３[ ]Ｔꎻ ε—标量常数

(且ε２ ＝ ０但 ε≠０)ꎮ
对偶四元数 ｐ^ 对应的共轭定义为:

􀅰６５７􀅰 机　 　 电　 　 工　 　 程 第 ３６ 卷



ｐ^∗ ＝ ｐ∗ ＋ εｐ′∗ ＝
ｐ０
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ø
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对任意两个对偶数 ａ^ 和 ｂ^ꎬ其主要的运算为:
ａ^ ＋ ｂ^ ＝ (ａ ＋ ｂ) ＋ ε(ａ′ ＋ ｂ′) (８)

λａ^ ＝ λａ ＋ λεａ′ (９)
ａ^􀅰ｂ^ ＝ (ａ􀅰ｂ) ＋ ε(ｂ􀅰ａ′ ＋ ａ􀅰ｂ′) (１０)

根据对偶四元数的定义ꎬ单位对偶四元数其满足

以下条件:

ｐ^∗􀅰ｐ^ ＝
１
０

æ
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ø
÷ (１１)

即单位对偶四元数的的实部为单位四元数:

ｐ∗􀅰ｐ ＝
１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１２)

对偶部分与实部满足正交条件:
ｐ０ｐ′０ ＋ < ｐ→ꎬｐ′→ > ＝ ０ (１３)

单位对偶四元数也可以用螺旋参数来表示[１０]ꎬ其
方程形式为:

ｐ^ ＝ ｃｏｓ θ^
２
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÷ꎬ􀭳ｓ

＾
ｓｉｎ θ^

２
æ
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÷

æ
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ç
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ø
÷ (１４)

式中:对偶向量􀭳ｓ
＾
—使坐标系旋转和平移的向量(也称

螺旋轴)ꎻθ^—旋转和平移过程中的对偶角ꎮ
其分别定义为:

􀭳ｓ
＾
＝ ｌ

→
＋ ε(ｍ

→
× ｌ

→
) (１５)

θ^ ＝ θ ＋ εｄ (１６)
对偶四元数的旋转和平移如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 对偶四元数的旋转和平移表示

由图 ２ 可知:该方式的物理意义为原始坐标 ａ 沿

单位向量 ｌ
→
平移距离 ｄ(即螺距)ꎬ然后再沿此轴旋转 θ

角ꎬ得到坐标 ａ′ꎮ ｌ
→
过点 ｍꎮ

最后ꎬ将式(１３ꎬ１４)代入式(１２)ꎬ得到单位对偶四

元数的螺旋参数:

ｐ^ ＝
ｓｉｎ θ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃｏｓ θ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌ
→

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋ ε
－ ｄ

２ ｓｉｎ θ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ
２ ｃｏｓ θ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌ
→
＋ ｓｉｎ θ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ｍ
→

× ｌ
→

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１７)

２. ２　 对偶四元数的刚体运动描述

在三维欧式空间中ꎬ刚体运动就是坐标绕螺旋轴

的旋转和平移运动ꎬ那么考虑用 ４ × ４ 矩阵 Ｔ 来描述刚

体的运动学模型ꎬ其包括旋转矩阵 Ｒ 和平移向量 ｔ:

Ｔ ＝
Ｒ ｔ
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１８)

那么矩阵 Ｔ 就可以以式(１７)中单位对偶四元数

的形式显示出来:

ｄ ＝ ‹ ｔ
→
ꎬ ｌ
→
› (１９)

式中:ｌ∈Ｒ３—旋转轴(并且‖ｌ‖ ＝１)ꎻθ—旋转角ꎬθ∈
( － πꎬπ)ꎮ

根据文献[１０]的描述ꎬ旋转矩阵 Ｒ 对应的对偶四

元数表示为:
Ｒ ＝ (ｐ０ － ｐ→Ｔ ｐ→)Ｉ３ × ３ ＋ ２ ｐ→ｐ→Ｔ ＋ ２ｐ０Ｋ(ｐ→) (２０)

Ｋ(ｐ→) ＝

０ － ｐ３ ｐ２

ｐ３ ０ － ｐ１

－ ｐ２ ｐ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(２１)

而运动平移部分可以写为单位对偶四元数的对偶

部分与单位四元数 ｐ 的共轭相关的方式ꎬ即:
０

ｔ→
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ２ｐ′ｐ∗ (２２)

２. ３　 传统利用对偶四元数求解标定方程算法

２. ３. １　 对偶四元数公式的描述

令 ａ^ｉ ＝ ａｉ ＋ εａ′ｉꎬｂ^ｉ ＝ ｂｉ ＋ εｂ′ｉ 为第 ｉ 次位姿变换

中矩阵 ＡꎬＢ 对应的单位对偶四元数ꎬｑ^ ＝ ｑ ＋ εｑ′为矩

阵 Ｘ 对应的单位对偶四元数ꎬ用至少 ２ 次非平行的旋

转轴得到 Ｎ(Ｎ≥２)次运动姿态{(ａｉꎬａ′ｉ)ꎻ(ｂｉꎬｂ′ｉ)}ꎮ
那么标定方程(１)式可以写为:

ａ^ｉ􀅰ｑ^ ＝ ｑ^􀅰ｂ^ｉ (２３)
根据对偶四元数的相关运算ꎬ其可以分为实部和

对偶部分ꎬ实部为:
ａｉ􀅰ｑ ＝ ｑ􀅰ｂｉ (２４)

对偶部分为:
ａ′ｉ􀅰ｑ ＋ ａ􀅰ｑ′ ＝ ｑ􀅰ｂ′ｉ ＋ ｑ′􀅰ｂｉ (２５)

２. ３. ２　 传统对偶四元数算法的求解过程

文献[６]中已经证明了 ａ^ 的标量部分和 ｂ^ 的标量

部分相等ꎮ 根据螺旋表示法ꎬ运动 Ａ 和 Ｂ 的旋转角和

平移间距相等ꎮ 在利用对偶四元数的经典求解中考虑

了这种性质来去除冗余方程ꎮ 因此ꎬ可以得到 ６ 个方

程其中含有 ８ 个未知数ꎬ可以写成如下的矩阵形式:
ａ→ － ｂ→　 　 [ａ→ ＋ ｂ→] × ０３ × １ 　 　 　 ０３ × ３

ａ→′ － ｂ→′　 [ａ′→ － ｂ′→ ] × ａ
→ － ｂ→　 [ａ→ ＋ ｂ→] ×

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

Ｍ

ｑ
ｑ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

(２６)
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式中:Ｍ—６ ×８ 的矩阵ꎮ
未知向量(ｑＴꎬｑ′Ｔ)是 ８ 维的ꎮ 所以对 ｉ 次运动可

以构造如下 ６ｉ × ８ 的矩阵:
Ｔ ＝ (ＭＴ

１ 　 ＭＴ
２ 　 􀆺　 ＭＴ

ｉ ) Ｔ (２７)
当 ｉ ＝ Ｎ 且该数据无噪声时矩阵 Ｔ 的秩为 ６ꎮ 如

果所有运动的旋转轴相互平行ꎬ则矩阵 Ｌ 的秩为 ５ꎮ
对 Ｔ 进行奇异值分解 Ｔ ＝ ＵＳＶＴꎬ其中:Ｕ—左奇异矩

阵ꎬＶ—右奇异矩阵ꎬＳ—奇异值组成的对角阵ꎮ 通过

奇异值分解可推断出两个对偶四元数基包含了矩阵 Ｐ
的右零空间ꎮ 将零空间和由等式(１２)代表实数部分

与等式(１３)代表对偶部分的单位四元数的子空间的

交集作为有效四元数的解ꎮ 用两个对偶四元数 ｕ^ 和 ｖ^
生成矩阵 Ｐ 的右零空间ꎮ 等式(２７)的对偶四元数解

集可以表示为:
ｑ^ ＝ α１ ｕ^ ＋ α２ ｖ^ꎬα１ꎬα２∈Ｒ (２８)

式中:α１ꎬα２—由等式(１１ꎬ１３)确定ꎮ
利用单位四元数的两个性质可获得两个二阶多项

式 Γ ｕ^ꎬｖ^(λ)和 Δｕ^ꎬｖ^(λ)ꎮ 由于 α１ 和 α２ 不同时为零ꎬ可
设 λ ＝ α１ / α２ꎮ 首先求解二阶方程(Δｕ^ꎬｖ^(λ) ＝ ０)ꎬ并且

从所求得的两个解中取使多项式函数 Γ ｕ^ꎬｖ^(λ)最大化

的设为 λ０ꎬ那么 α１ 和 α２ 可由如下式计算:

α２ ＝ １
Γ ｕ^ꎬｖ^(λ０)

ꎬα１ ＝ λ０α２ (２９)

最终得到对偶四元数 ｑ^ꎬ然后利用等式(２０)中的

旋转矩阵对偶四元数的表示法计算出旋转矩阵 Ｒꎮ 再

利用等式(２２)求解出平移向量ꎮ

２. ４　 利用对偶四元数求解标定方程的改进算法

由于噪声的干扰ꎬ传统对偶四元数算法非常不稳

定ꎮ 本文对传统对偶四元数算法进行了以下改进:
(１)在求解过程中引用标量部分ꎬ利用标量部分

来平衡估计值ꎻ
(２)由于刚体运动螺旋表示中的旋转是独立于平

移的ꎬ为避免平移噪声对旋转求解的影响ꎬ将分别估计

旋转和平移ꎻ
(３)利用无穷范数局部优化算法将对偶四元数的

对偶部分进行优化ꎬ得到较优的对偶值ꎮ
２. ４. １　 对偶四元数实部的求解

根据四元数的运算ꎬ对偶四元数实部部分的等式

(２４)可以写为:

ａｉ０ － ｂｉ０ － (ａｉ

→
－ ｂｉ

→
) Ｔ

ａｉ

→
－ ｂｉ

→
[ａｉ

→
＋ ｂｉ

→
] ＋ (ａｉ０ － ｂｉ０)Ｉ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

Ｋ(ａｉꎬｂｉ)

ｑ ＝ ０ (３０)

式中:Ｉ３—３ ×３ 的单位矩阵ꎻＫ(ａｉꎬｂｉ)( ｉ ＝ ２􀆺Ｎ)—对

每一对(ａｉꎬｂｉ)来说都是 ４ × ４ 的矩阵ꎮ
所以对 ｉ 次运动可以构造如下 ４ｉ × ４ 的矩阵:

Ｌ ｉｑ ＝
Ｋ(ａ１ꎬｂ１)

⋮
Ｋ(ａｉꎬｂｉ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ｑ ＝ ０ (３１)

当 ｉ ＝ Ｎ 且该数据无噪声时矩阵 Ｌ 的秩为 ４ꎬ对其

进行奇异值分解 Ｌ ＝ ＵＳＶＴꎬ其中:Ｕ—左奇异矩阵ꎬ
Ｕ—右奇异矩阵ꎬＳ—奇异值组成的对角阵ꎮ 奇异值矩

阵 Ｓ 中最小的奇异值对应的 Ｓ 中的奇异向量即为最

小二乘解ꎬ从而得到单位四元数 ｑꎮ

２. ４. ２　 对偶四元数对偶部分的求解

(１)对偶四元数的对偶部分即等式(２５)可以改写

为:
Ｋ(ａ′ｉꎬｂ′ｉ)ｑ ＋ Ｋ(ａｉꎬｂｉ)ｑ′ ＝ ０ (３２)

由于已经求出 ｑ 的解ꎬ那么上式中只有对偶部分

ｑ′是未知的ꎮ 对于 Ｎ 次位姿变换ꎬ可以得到下面的线

性方程:
－ Ｌ′ｉｑ ＝ Ｌ ｉｑ′ (３３)

其中ꎬＬ ｉ 以等式(３１)的定义形式ꎮ Ｌ′ｉ 同样定义ꎬ
可得:

Ｌ′ ＝
Ｋ(ａ′１ꎬｂ′１)

⋮
Ｋ(ａ′ｉꎬｂ′ｉ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ｉ

(３４)

进一步ꎬ为了在三维欧氏空间中表示刚体的变换

关系ꎬｑ′必须满足等式(１３)的条件ꎬ那么 ｑ′的求解就

可以转化为求解如下最小二乘问题:
ｍｉｎ
ｅ. ｑ. １７

‖Ｌ ｉｑ′ ＋ Ｌ′ｉｑ‖２ (３５)

式中:‖􀅰‖２—Ｒ４ 中的向量二范数ꎮ
(２)将上述最小二乘问题利用无穷范数进行求

解ꎬ在满足等式(１３)的条件下引入可变阈值 σ 将式

(３５)变为:
ｍｉｎ
σ

(Ｌ ｉｑ′ ＋ Ｌ′ｉｑ) (３６)

约束条件为:
(Ｌ ｉｑ′ ＋ Ｌ′ｉｑ) < σ

ｐ０ｐ′０ ＋ ‹ｐ
→
ꎬｐ′

→
› ＝ ０

{ ꎬｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺Ｎ (３７)

对上述不等式约束ꎬ在给定一个 σ 值的前提下ꎬ
利用 Ｍａｔｌａｂ 中的优化工具包对其求解ꎬ对于可行解

ｑ′ｉꎬ其相应的误差为:
ｅｉ ＝ ｍａｘ(Ｌ ｉｑ′ｉ ＋ Ｌ′ｉｑ) (３８)

运用无穷范数求解 ｑ′ｉ 的过程如下:
给定 Ｌ ｉꎬＬ′ｉꎬ设上下界初值 ｒｌｏｗ ＝ ０ꎬｒｈｉｇｈ ＝ ２ꎬ最大

误差的初值 ｅｍａｘ ＝ ４ꎬ而后执行算法 １:
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算法 １:
ｗｈｉｌｅ( ｒｈｉｇｈ － ｒｌｏｗ > １ｅ － １０)

ｄｏ　 σ ＝ ( ｒｌｏｗ ＋ ｒｈｉｇｈ) / ２ꎻ
ｉｆ(满足式(１３)且式(３８)有可行解 ＆ｅｉ < ｅｍａｘ)
{
　 　 ｉｆ(ａｂｓ(ｅｍａｘ － ｅｉ) < １ｅ － １０)　 ｂｒｅａｋꎻ
　 　 ｅｌｓｅ　 { ｒｈｉｇｈ ＝ σꎻｅｍａｘ ＝ ｅｉꎻ}
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
}
ｅｌｓｅ ｒｌｏｗ ＝ σꎻ
ｅｎｄ ｉｆ

ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
ｒｅｔｕｒｎ ｑ′

利用求得的 ｑ′和 ｑ 的共轭ꎬ将其带入等式(１９)计
算出平移向量 ｔ→ꎮ

３　 数值仿真及结果分析

为了验证本文所采用的基于对偶四元数的标定方

法的有效性ꎬ根据文献[１１]ꎬ本文利用 Ｍａｔｌａｂ 进行仿

真ꎬ分别考虑无噪声时本算法的精确性、标定方法对噪

声的鲁棒性及运动次数对结果的影响这 ３ 种情况ꎬ并
将结果与其它方法进行比较ꎮ 首先给出一组初始数据

进行验证ꎬ具体的数据描述如下:
(１)根据初始数据随机生成 Ｎ 个运动姿态矩阵 Ｂｉ

服从均值为 ０、平移和旋转角的标准差分别为 ５０ / ｍｍ
和 ３０ / ｄｅｇ 的均匀分布ꎻ

(２)随机生成 Ｘ 的真值ꎻ
(３)根据公式 Ａｉ ＝ ＸＢｉＸ － １ꎬ计算摄像机的 Ｎ 个外

参数矩阵 Ａｉꎮ
为了测定标定方法的精确性ꎬ以相对误差作为衡

量标准ꎬ将标定结果记为 􀭾Ｘꎬ旋转矩阵 Ｒ 和平移向量 ｔ
的相对误差分别记为:

ｅｒｒｏｒ￣Ｒ ＝ ‖􀭾Ｒ － Ｒ‖
‖Ｒ‖ (３９)

ｅｒｒｏｒ￣ｔ ＝ ‖􀭴ｔ － ｔ‖
‖ｔ‖ (４０)

３. １　 无噪声情况下标定算法精确性分析

当运动位姿不存在噪声的情况下ꎬ对不同的位姿

数目(Ｎ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ１０)ꎬ本研究将测量数据 Ａｉ 和测量

数据 Ｂｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ)分别利用传统对偶四元数法

(ＣＤＱ)、线性解耦分别估计算法(ＬＣＭ)和本文改进对

偶四元数法(ＩＤＱ)进行手眼标定ꎬ得到 ３ 种算法的误

差估计ꎬ如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 无噪声情况下相对误差与运动次数的关系

　 　 由图 ３ 可以发现:在相同位姿条件下ꎬ本文算法的

相对旋转和平移误差最小ꎬ且随着运动次数的增大相

对误差也越接近于 ０ꎬ而相对误差不等于 ０ 主要是因

为在计算过程中存在舍入误差的原因ꎮ

３. ２　 噪声对标定结果的鲁棒性分析

由于在手眼标定过程中ꎬ利用视觉估计在获得运

动位姿矩阵 Ｂ 的过程中存在一定的噪声和误差ꎬ为了

比较不同方法对输入的带扰动的摄像机运动位姿的鲁

棒性ꎬ本研究在给定位姿数目 Ｎ ＝ １０ 的条件下ꎬ给摄

像机的运动位姿矩阵 Ｂｉ 的旋转部分加入均值为零ꎬ标
准差为 ０. ０１ ｄ / ｄｅｇ 的高斯噪声ꎬ平移部分加入均值为

零ꎬ标准差为 ０. ０２ ｄ / ｍｍ 的高斯噪声ꎬ其中 ｄ 为噪声水

平(这里给定 ｄ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ１０)ꎮ 在取不同 ｄ 值条件下ꎬ
对测量数据 Ａｉ 和包含噪声的测量数据 Ｂｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
Ｎ)分别利用 ３ 种算法进行手眼标定ꎮ 在不同噪声水

平下分别仿真得出的旋转矩阵和平移向量的相对误差

与 ｄ 的关系ꎮ
噪声水平对标定精度的影响如图 ４ 所示ꎮ
从图 ４ 中可以看出:在噪声水平相等的条件下ꎬ本

文的标定方法相对旋转和平移误差都最小ꎬ且随噪声

增长的影响更小ꎮ 因此本文算法估计更稳定ꎬ进一步

说明分别求解旋转矩阵和平移变量的方法对噪声的鲁

棒性更好ꎮ
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图 ４　 噪声水平对标定精度的影响

３. ３　 运动次数对标定结果的影响

手眼标定过程的运动位姿的次数 Ｎ 也会影响手

眼标定的估计精度ꎬ因此ꎬ为使在最小运动次数的条件

下获得较高精度的估计值ꎬ本文数值模拟出了 ３ 种算

法对 Ｎ 的敏感性ꎮ 仿真中ꎬ在相同的噪声水平(令 ｄ ＝
４)条件下ꎬ取运动位姿的个数从 Ｎ ＝ ２ 到 Ｎ ＝ １０ 中的

每个值ꎬ对测量数据 Ａｉ 和包含噪声的测量数据 Ｂｉ( ｉ ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ)分别利用 ３ 种算法进行标定ꎬ采用式(３９ꎬ
４０)计算相对旋转误差和相对平移误差ꎬ得到的相对

误差与 Ｎ 的关系ꎬ如图 ５ 所示ꎮ
从图 ５ 中可以看出:在 Ｎ 相同的条件下ꎬ本文算

法的相对误差最小ꎬ并且随着 Ｎ 的增大ꎬ其相对误差

会慢慢收敛到水平方向ꎬ收敛速度也会慢慢减小ꎮ 由

于本文算法对噪声的扰动是比较稳定的ꎬ因此不需要

较高的 Ｎ 值即可在最小运动次数的条件下获得比较

稳定的值ꎬ根据图(３ ~ ５)的结果ꎬ并从运算成本和精

度等方面综合考虑ꎬ依据本文的算法ꎬ取 Ｎ ＝ ７ 是比较

图 ５　 运动次数对标定精度的影响

合理的ꎮ

４　 结束语

本研究将对偶四元数应用到机器人的手眼标定

中ꎬ建立了完整的机器人手眼标定运动模型ꎬ利用改进

对偶四元数算法ꎬ得到了较优的对偶值ꎬ最后根据平移

向量的相应运算得到平移向量ꎮ
仿真结果表明:本文算法分别估计旋转矩阵和平

移向量优于传统对偶四元数的方法ꎬ对较小运动位姿

次数具有较高的精确性和稳定性ꎬ且对噪声具有一定

的鲁棒性ꎬ能满足手眼标定的精度要求ꎮ
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