
第 ３６ 卷第 ６ 期

２０１９ 年 ６ 月
机　 　 电　 　 工　 　 程

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｖｏｌ. ３６ Ｎｏ. ６
Ｊｕｎ. ２０１９

收稿日期:２０１９ － ０１ － ０２

作者简介:翁武燕(１９９４ － )ꎬ男ꎬ福建平潭人ꎬ硕士研究生ꎬ主要从事齿轮系统动力学及故障机理的研究ꎮ Ｅ￣ｍａｉｌ:９６９８３３３１２＠ ｑｑ. ｃｏｍ

通信联系人:吴育仁ꎬ男ꎬ博士ꎬ副教授ꎮ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｙｕｒｅｎｗｕ＠ ｎｃｕ. ｅｄｕ. ｔｗ

ＤＯＩ:１０. ３９６９ / ｊ. ｉｓｓｎ. １００１ － ４５５１. ２０１９. ０６. ００１

直齿圆柱齿轮分度圆的裂纹损伤机理研究

翁武燕１ꎬ２ ꎬ吴育仁２∗

(１. 福州大学 机械工程及自动化学院ꎬ福建 福州 ３５０１１６ꎻ２. “中央”大学 工学院ꎬ台湾 桃园 ３２００１)

摘要:针对齿轮分度圆位置长期处于交变载荷状态容易产生疲劳裂纹的问题ꎬ综合考虑齿轮、转子和轴承之间的耦合关系ꎬ建立了

十二自由度齿轮—转子—轴承弯扭耦合非线性动力学模型ꎬ并分析了分度圆裂纹对齿轮副时变啮合刚度的影响ꎮ 采用 Ｒｕｎｇｅ￣ｋｕｔｔａ
法求解了齿轮传动系统的运动微分方程ꎬ获得了分度圆裂纹损伤状态下系统的动态响应ꎬ研究了系统动态响应中的无量纲参数指

标ꎮ 研究结果表明:当分度圆处存在裂纹损伤时ꎬ齿轮系统时—频域上均呈现相应的损伤特征ꎬ振动信号序列中的峭度指标、裕度因

子、峰值因子和脉冲因子均随裂纹的加深而增大ꎻ研究可为分度圆处裂纹损伤的演化机理分析和齿轮故障诊断研究提供理论基础ꎮ
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０　 引　 言

长期处于高速、重载等恶劣工况下的齿轮传动系

统ꎬ容易产生疲劳裂纹损伤ꎬ进而引起冲击激励ꎬ影响

齿轮传动系统的平稳性ꎬ缩短其使用寿命[１￣３]ꎮ 齿轮啮

合时ꎬ齿轮分度圆处的载荷较大ꎬ容易出现裂纹损伤ꎮ

随着裂纹不断扩展ꎬ最终将演化为断齿现象ꎮ 为更好

地监测齿轮传动系统的运行状态ꎬ必须研究含分度圆

裂纹损伤的齿轮系统动力学特性ꎮ
裂纹损伤作为齿轮传动系统中的一种典型损伤模

式ꎬ前人对其进行了大量研究[４￣８]ꎬ然而对分度圆裂纹

损伤研究相对较少ꎮ 其中ꎬ文献[９]考虑了较为真实



的齿根过渡圆弧曲线ꎬ修正了现有的用于计算时变啮

合刚度的能量法ꎬ提高了计算时变啮合刚度的通用性ꎬ
为研究齿轮裂纹损伤提供了理论基础ꎻ文献[１０]利用

能量法推导了含分度圆裂纹的齿轮啮合刚度计算模

型ꎬ并通过建立六自由度的单级直齿轮动力学模型ꎬ分
析了不同转速和负载下的动力学响应ꎻ文献[１１]基于

建立的直齿轮对有限元模型ꎬ研究了不同程度的分度

圆裂纹损伤对时变啮合刚度和模态频率的影响ꎻ文献

[１２]建立了含分度圆裂纹损伤的三维弹性体模型ꎬ利
用有限元理论和厚圆盘声辐射理论ꎬ通过仿真研究了

齿轮裂纹损伤对齿轮结构声场特性的影响ꎬ为齿轮故

障的无损检测提供了理论支撑ꎻ文献[１３]通过有限元

法求得齿轮时变啮合刚度ꎬ再导入到多体动力学软件

ＳＩＭＰＡＣＫ 中ꎬ对含分度圆裂纹损伤的齿轮系统进行了

动态特性和故障诊断研究ꎮ
以上文献ꎬ均是利用软件仿真对含分度圆裂纹损

伤的齿轮传动系统进行研究ꎬ但并未揭示分度圆裂纹

损伤和动力学之间的内在联系ꎻ虽然对分度圆裂纹损

伤和动力学之间的交互作用作了一定的研究ꎬ但在计

算轮齿啮合刚度时ꎬ未考虑齿根过渡圆弧曲线的影响ꎬ
且建立的动力学模型仅考虑了一对齿轮ꎬ未将轴和轴

承纳入ꎮ
鉴于上述研究现状ꎬ本文通过建立十二自由度的

单级齿轮—转子—轴承弯扭耦合动力学模型ꎬ并基于

能量法计算含不同程度分度圆裂纹损伤的时变啮合刚

度ꎬ通过动力学方程的求解ꎬ研究不同程度分度圆裂纹

损伤对齿轮传动系统振动特性的影响ꎬ为齿轮传动系

统的故障诊断及在线监测提供理论依据ꎮ

１　 动力学建模

１. １　 齿轮—转子—轴承耦合动力学建模

齿轮传动系统通常由齿轮、支承轴、轴承等零部件

组成ꎬ一般可通过集中参数法建立其动力学模型ꎮ 为

方便建模ꎬ不妨作以下假设:
(１)简化直齿圆柱齿轮ꎬ相应位置轴承和轴为含

集中质量的圆柱体ꎻ
(２)将啮合副简化为弹簧和阻尼单元ꎬ其中弹簧

系数和阻尼系数分别对应为齿轮副的啮合刚度和啮合

阻尼ꎻ
(３)忽略轮齿间啮合时的摩擦力ꎬ啮合力始终沿

啮合线作用ꎻ
(４)啮合阻尼、支承刚度和阻尼均为定值ꎮ
齿轮传动系统动力学模型如图 １ 所示ꎮ

图 １　 齿轮传动系统动力学模型

基于上述假设ꎬ该系统为单级齿轮传动平行转子

系统ꎬ在考虑输入 / 输出、轴承支承等因素的情况下ꎬ
建立 ６ 盘质量模型ꎬ其中ꎬ盘 ２ 和盘 ５ 分别代表主 / 从
动轮ꎬ盘 １、３、４、６ 分别代表相应位置的轴承和轴段ꎻ

每盘的质量为 ｍｉ、转动惯量为 Ｉｉꎬ半径为 ｒｉ( ｉ ＝
１ ~ ６)ꎻ

Ｔｐ、Ｔｅ 为作用在主 / 从动轴上的外力矩ꎻ
ｋｉ 和 ｃｉ( ｉ ＝ ｂｐꎬｔｐꎬｓｐꎬｂｇꎬｔｇꎬｓｇ) 分别代表主 / 从动

轴的轴承、轴弯曲和轴扭转的刚度和阻尼ꎻ
ｋｍ 和 ｃｍ 齿轮啮合刚度和阻尼ꎻ
􀭰ｙｉ 和 􀭰θｉ 分别代表各质量盘沿 ｙ 轴振动位移和绕 ｘ

轴扭转角位移ꎬ( ｉ ＝ １ ~ ６)ꎮ
１. ２　 齿轮系统刚度计算

在直齿轮传动中ꎬ由于啮合的齿对数周期性变化ꎬ
轮齿的变形也呈现周期性变化ꎬ在轮齿单双齿交替时ꎬ
啮合刚度会产生突变ꎮ本文采用势能法计算齿轮的时

变啮合刚度ꎬ一般认为啮合副存在以下各项势能:赫兹

势能 Ｕｈ、弯曲势能 Ｕｂ、径向压缩变形能 Ｕａ、剪切变形

能 Ｕｓ 和基体势能 Ｕｆꎮ这 ５ 种势能分别对应赫兹刚度

ｋｈ、弯曲刚度 ｋｂ、径向压缩刚度 ｋａ、剪切刚度 ｋｓ 和齿基

刚度 ｋｆꎮ由材料力学可知:

Ｕｈ ＝ Ｆ２

２ｋｈ
ꎬＵｂ ＝ Ｆ２

２ｋｂ
ꎬＵａ ＝ Ｆ２

２ｋａ
ꎬＵｓ ＝ Ｆ２

２ｋｓ
ꎬＵｆ ＝ Ｆ２

２ｋｆ

(１)
式中:Ｆ— 啮合点处的作用力ꎮ

因而ꎬ储存在一对啮合齿轮中总的势能 Ｕ 可以表

示为两个啮合齿轮赫兹势能、弯曲势能、径向压缩变形

能、剪切变形能和基体势能的总和ꎬ即:

Ｕ ＝ Ｆ２

２ｋ ＝

Ｕｈ ＋ Ｕｂ１ ＋ Ｕａ１ ＋ Ｕｓ１ ＋ Ｕｆ１ ＋ Ｕｂ２ ＋ Ｕａ２ ＋ Ｕｓ２ ＋ Ｕｆ２ ＝
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Ｆ２

２
１
ｋｈ

＋ １
ｋｂ１

＋ １
ｋａ１

＋ １
ｋｓ１

＋ １
ｋｆ１

＋ １
ｋｂ２

＋ １
ｋａ２

＋ １
ｋｓ２

＋ １
ｋｆ２

( )

(２)
式中:下标 １ꎬ２— 主 / 从动轮ꎮ

由此可知ꎬ一对轮齿啮合时总的刚度可表示为:

ｋ ＝ １
１
ｋｈ

＋ １
ｋｂ１

＋ １
ｋａ１

＋ １
ｋｓ１

＋ １
ｋｆ１

＋ １
ｋｂ２

＋ １
ｋａ２

＋ １
ｋｓ２

＋ １
ｋｆ２

(３)
两对轮齿啮合总的刚度可表示为:

ｋ ＝

∑
２

ｉ ＝１

１
１
ｋｈ

＋ １
ｋｂ１ꎬｉ

＋ １
ｋａ１ꎬｉ

＋ １
ｋｓ１ꎬｉ

＋ １
ｋｆ１ꎬｉ

＋ １
ｋｂ２ꎬｉ

＋ １
ｋａ２ꎬｉ

＋ １
ｋｓ２ꎬｉ

＋ １
ｋｆ２ꎬｉ
(４)

式中:ｉ ＝ １ꎬ２— 第一和第二对轮齿啮合ꎮ
分度圆裂纹损伤模型如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 分度圆裂纹损伤模型

ａｂ—齿根过渡曲线ꎻｂｄ—渐开线齿廓ꎻｃ—分度圆处 ｇ
点轮齿裂纹损伤时的受力边界线端点ꎻφｉ( ｉ ＝ ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬ

ｇ)— 轮齿 ｉ 点处所对应的转角ꎮ

本文设置裂纹 ｑ 的角度 α 为 ４５°ꎮ
分度圆处存在裂纹损伤时ꎬ一般认为赫兹刚度、径

向压缩刚度和齿基刚度仍和正常齿轮一样ꎬ而弯曲刚

度和剪切刚度由于会因为裂纹而变化ꎮ由式(５) 可知ꎬ
当轮齿发生裂纹损伤时ꎬ由于轮齿的受力范围发生改

变ꎬ导致用于计算刚度的有效受力面积 Ａｘ 和惯性矩 Ｉｘ
也发生改变ꎬ即:

Ｕｂ ＝ Ｆ２

２ｋｂ
＝ ∫ｄ

０

[Ｆｂ(ｄ － ｘ) － Ｆａｈ] ２

２ＥＩｘ
ｄｘ

Ｕｓ ＝ Ｆ２

２ｋｓ
＝ ∫ｄ

０

１. ２Ｆ２
ｂ

２ＧＡｘ
ｄｘ (５)

式中:Ｆｂ— 啮合点处作用力的切向力ꎻｄ— 啮合点到基

圆的距离ꎻＩｘꎬＡｘ— 距离基圆 ｘ 处轮齿的惯性矩和截面

积ꎻＥ— 弹性模量ꎻＧ— 剪切模量ꎻｈ— 啮合点距轮齿中

心线的距离ꎮ

裂纹 ｑ 的长度不超过轮齿中心线时ꎬ分度圆裂纹

的计算有以下两种情况:
(１) 当裂纹ｑ所对应的ｇ点位置未超过ｄ时ꎬ即φｇ ≤

φｄ 时ꎬ有效面积和惯性矩可表示为:

Ａｘ ＝
(ｈｃ１ ＋ ｈｘ)Ｌ φｃ ≤ ｘ ≤ φｇ

(２ｈｘ)Ｌ φｂ < ｘ < φｃ ａｎｄ φｇ < ｘ < φｄ
{

(６)

Ｉｘ ＝

１
１２(ｈｃ１ ＋ ｈｘ)３Ｌ φｃ ≤ ｘ ≤ φｇ

１
１２(２ｈｘ)３Ｌ φｂ < ｘ < φｃ ａｎｄ φｇ < ｘ < φｄ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(７)
(２) 当裂纹 ｑ所对应的 ｇ点位置超过 ｄ时ꎬ即φｇ >

φｄ 时ꎬ有效面积和惯性矩可表示为:

Ｉｘ ＝

１
１２(ｈｃ１ ＋ ｈｘ) ３Ｌ φｃ ≤ ｘ ≤ φｄ

１
１２(２ｈｘ) ３Ｌ φｂ < ｘ < φｃ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(８)

Ａｘ ＝
(ｈｃ１ ＋ ｈｘ)Ｌ φｃ ≤ ｘ ≤ φｄ

(２ｈｘ)Ｌ φｂ < ｘ < φｃ
{ (９)

ｈｃ１ ＝ ｈｃ － ｑｓｉｎα (１０)
式中:Ｌ— 轮齿齿宽ꎻｈｘ— 轮齿上任意一点 ｘ 到轮齿中

线的距离ꎻｈｃ— 轮齿上 ｃ 点到轮齿中线的距离ꎮ
在考 虑 转 子 的 剪 切 变 形 基 础 上ꎬ 本 文 根 据

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的理论[１４]ꎬ可求得:

ｋｔ ＝ ＧＪ
ｌ 　 ｋｓ ＝

ＥＩｘ
ｌ ＋ ＧＡｌ

４ｋｘｚ
(１１)

式中:Ｇ— 材料的剪切模量ꎻＪ— 圆截面极惯性矩ꎻｌ—
转子的长度ꎻＥ— 材料的弹性模量ꎻＩｘ— 截面的惯性

矩ꎻＡ— 转子横截面面积ꎻｋｘｚ— 考虑剪切变形不均而引

入的校正因子ꎮ
滚动轴承的支承刚度一般是指轴承的径向支承刚

度ꎬ其计算公式如下[１５]:

ｋ ＝ Ｆ
δ１ ＋ δ２ ＋ δ３

(１２)

式中:Ｆ— 轴承承载的最大当量动载荷ꎻδ１— 轴承的径

向弹性位移ꎻδ２ꎬδ３— 轴承外径与基座孔的接触变形量

和轴承内径与支承轴直径的接触变形量ꎮ
轴承没有预紧ꎬ轴承存在游隙时ꎬ轴承的径向弹性

位移 δ１ 表达式为:

δ１ ＝ βδ０ － ｇ
２ (１３)

β ＝ ０. ００７ ７ × ｇ
δ０

( )
３
＋ ０. １１０ ７ × ｇ

δ０
( )

２
＋

０. ４７２ ８ × ｇ
δ０

( ) ＋ １. ０２６ ８ (１４)

式中:δ０— 无游隙时轴承的径向弹性变形ꎻｇ— 游隙ꎮ
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轴承外径与基座孔为间隙配合ꎬ轴承外径与基座

孔的接触变形量 δ２ 表达式为:
δ２ ＝ Ｈ１Δ (１５)

式中:Ｈ１— 系数ꎻΔ— 间隙量ꎮ
轴承内径与支承轴直径为过盈配合ꎬ轴承内径与

支承轴直径的接触变形量 δ３ 的计算式为:

δ３ ＝
０. ２０４Ｈ２Ｆ

πｂｄ (１６)

式中:Ｈ２— 系数ꎻｂ— 圈套的宽度ꎻｄ— 轴承内圈直径ꎮ
１. ３　 齿轮—转子—轴承耦合动力学方程

由主 / 从动轮啮合线上的几何关系可得ꎬ齿轮间

沿啮合线上的相对振动位移 􀭵ｕ ＝ 􀭰ｙ２ － 􀭰ｙ５ ＋ ｒ２􀭰θ２ － ｒ５􀭰θ５ꎬ
齿轮副沿啮合线方向上的合力可表示为:

􀭵Ｆｍ ＝ ｋｍ ｆ(􀭵ｕ) ＋ ｃｍ ｆ(􀭵ｕ
􀅰
) (１７)

其中ꎬ啮合副齿侧间隙函数 ｆ(􀭵ｕ) 表达式如下:

ｆ(􀭵ｕ) ＝

􀭵ｕ － ｂｎ / ２ 􀭵ｕ > ｂｎ / ２
０ ｜ 􀭵ｕ ｜ ≤ ｂｎ / ２

􀭵ｕ ＋ ｂｎ / ２ 􀭵ｕ < － ｂｎ / ２

ì

î

í

ïï

ïï
(１８)

式中:ｂｎ— 啮合副的齿侧间隙ꎮ
如上述图１ 所示ꎬ通过对齿轮—转子—轴承弯扭

耦合系统的简化ꎬ其动力学方程可表示为:

ｍ１ ｙ̈１ ＋ ｋｓｐ(ｙ１ － ｙ２) ＋ ｃｓｐ(ｙ
􀅰
１ － ｙ

􀅰
２) ＋ ｋｂｐ ｙ１ ＋ ｃｂｐ ｙ

􀅰
１ ＝ ０

Ｉ１ θ̈１ ＋ ｋｔｐ(θ１ － θ２) ＋ ｃｔｐ(θ
􀅰

１ － θ
􀅰

２) ＝ Ｔｐ

ｍ２ ｙ̈２ ＋ ｋｓｐ(ｙ２ － ｙ１) ＋ ｋｓｐ(ｙ２ － ｙ３) ＋ ｃｓｐ(ｙ
􀅰
２ － ｙ

􀅰
１) ＋ ｃｓｐ(ｙ

􀅰
２ － ｙ

􀅰
３) ＋ Ｆｍ ＝ ０

Ｉ２ θ̈２ ＋ ｋｔｐ(θ２ － θ１) ＋ ｋｔｐ(θ２ － θ３) ＋ ｃｔｐ(θ
􀅰

２ － θ
􀅰

１) ＋ ｃｔｐ(θ
􀅰

２ － θ
􀅰

３) ＋ Ｆｍｒ２ ＝ ０

ｍ３ ｙ̈３ ＋ ｋｓｐ(ｙ３ － ｙ２) ＋ ｃｓｐ(ｙ
􀅰
３ － ｙ

􀅰
２) ＋ ｋｂｐ ｙ３ ＋ ｃｂｐ ｙ

􀅰
３ ＝ ０

Ｉ３ θ̈３ ＋ ｋｔｐ(θ３ － θ２) ＋ ｃｔｐ(θ
􀅰

３ － θ
􀅰

２) ＝ ０

ｍ４ ｙ̈４ ＋ ｋｓｇ(ｙ４ － ｙ５) ＋ ｃｓｇ(ｙ
􀅰
４ － ｙ

􀅰
５) ＋ ｋｂｇ ｙ４ ＋ ｃｂｇ ｙ

􀅰
４ ＝ ０

Ｉ４ θ̈４ ＋ ｋｔｇ(θ４ － θ５) ＋ ｃｔｇ(θ
􀅰

４ － θ
􀅰

５) ＝ ０

ｍ５ ｙ̈５ ＋ ｋｓｇ(ｙ５ － ｙ４) ＋ ｋｓｇ(ｙ５ － ｙ６) ＋ ｃｓｇ(ｙ
􀅰
５ － ｙ

􀅰
４) ＋ ｃｓｇ(ｙ

􀅰
５ － ｙ

􀅰
６) － Ｆｍ ＝ ０

Ｉ５ θ̈５ ＋ ｋｔｇ(θ５ － θ４) ＋ ｋｔｇ(θ５ － θ６) ＋ ｃｔｇ(θ
􀅰

５ － θ
􀅰

４) ＋ ｃｔｇ(θ
􀅰

５ － θ
􀅰

６) － Ｆｍｒ５ ＝ ０

ｍ６ ｙ̈６ ＋ ｋｓｇ(ｙ６ － ｙ５) ＋ ｃｓｇ(ｙ
􀅰
６ － ｙ

􀅰
５) ＋ ｋｂｇ ｙ６ ＋ ｃｂｇ ｙ

􀅰
６ ＝ ０

Ｉ６ θ̈６ ＋ ｋｔｇ(θ６ － θ５) ＋ ｃｔｇ(θ
􀅰

６ － θ
􀅰

５) ＝ － Ｔｅ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１９)

　 　 为了便于对动力学方程进行求解ꎬ必须对上述动

力学方程进行无量纲化处理ꎮ方程引入位移标称尺度

ｂｃꎬｂｃ 取齿侧间隙 ｂｎ 的一半ꎬ时间标称尺度 ωｎꎬ令:

ωｎ ＝
ｋｍ０

(１ / ｍ２ ＋ １ / ｍ５)
ꎮ其中ꎬｋｍ０ 为能量法所求刚度

的均值ꎮ
其他无量纲参数可表示为:

ｔ ＝ ωｎ
􀭰ｔ　 ｕ(􀭰ｔ) ＝

􀭵ｕ(􀭰ｔ)
ｂｃ

ｙｉ(􀭰ｔ) ＝
􀭰ｙｉ(􀭰ｔ)
ｂｃ

　 θｉ( ｔ) ＝
􀭰θｉ(􀭰ｔ)
ｂｃ

( ｉ ＝ １ ~ ６)

Ｋｓｉｊ ＝
ｋｓｐ

ｍｉｂｃω２
ｎ
　 Ｃｓｉｊ ＝

ｃｓｐ
ｍｉｂｃω２

ｎ
( ｉ ＝ １ ~ ３ꎬｊ ＝ １ ~ ２)

Ｋ ｔｉｊ ＝
ｋｔｐ

Ｉｉｂｃω２
ｎ
　 Ｃ ｔｉｊ ＝

ｃｔｐ
Ｉｉｂｃω２

ｎ
( ｉ ＝ １ ~ ３ꎬｊ ＝ １ ~ ２)

Ｋｂｉ ＝
ｋｂｐ

ｍｉｂｃω２
ｎ
　 Ｃｂｉ ＝

ｃｂｐ
ｍｉｂｃω２

ｎ
( ｉ ＝ １ ~ ３)

Ｋｓｉｊ ＝
ｋｓｇ

ｍｉｂｃω２
ｎ
　 Ｃｓｉｊ ＝

ｃｓｇ
ｍｉｂｃω２

ｎ
( ｉ ＝ ４ ~ ６ꎬｊ ＝ １ ~ ２)

Ｋ ｔｉｊ ＝
ｋｔｇ

Ｉｉｂｃω２
ｎ
　 Ｃ ｔｉｊ ＝

ｃｔｇ
Ｉｉｂｃω２

ｎ
( ｉ ＝ ４ ~ ６ꎬｊ ＝ １ ~ ２)

Ｋｂｉ ＝
ｋｂｇ

ｍｉｂｃω２
ｎ
　 Ｃｂｉ ＝

ｃｂｇ
ｍｉｂｃω２

ｎ
( ｉ ＝ ４ ~ ６) (２０)

令ｙ
􀅰
ｉ( ｔ) 和ｙ̈ ｉ( ｔ) 分别表示ｙｉ( ｔ) 对时间ｔ 一阶导数

和二阶导数ꎬ则有:

　 ｙ
􀅰
ｉ( ｔ) ＝

ｄ ｙｉ

ｄ ｔ ＝
ｄ ｙｉ

ｄｔ
ｄｔ
ｄ ｔ ＝ ｂｃωｎ ｙ̇ｉ( ｉ ＝ １ ~ ６) (２１)

　 ｙ̈ ｉ( ｔ) ＝
ｄ ｙ

􀅰
ｉ

ｄ ｔ ＝
ｄ ｙ

􀅰
ｉ

ｄｔ
ｄｔ
ｄ ｔ ＝ ｂｃω２

ｎ ｙ̈ｉ( ｉ ＝ １ ~ ６) (２２)

同理可得:

θ
􀅰

ｉ( ｔ) ＝ ｂｃωｎ θ
􀅰

ｉ θ̈ ｉ( ｔ) ＝ ｂｃω２
ｎ θ̈ ｉ( ｉ ＝ １ ~ ６)

ｕ
􀅰
( ｔ) ＝ ｂｃωｎ θ

􀅰
ｕ̈( ｔ) ＝ ｂｃω２

ｎ ｕ̈ (２３)
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经无量纲化处理后ꎬ得到的齿轮系统动力学微分 方程为:
ｙ̈１ ＋ Ｋｓ１１(ｙ１ － ｙ２) ＋ Ｃｓ１１( ｙ̇１ － ｙ̇２) ＋ Ｋｂｐｙ１ ＋ Ｃｂｐ ｙ̇１ ＝ ０

θ̈１ ＋ Ｋ ｔ１１(θ１ － θ２) ＋ Ｃ ｔ１１(θ
􀅰

１ － θ
􀅰

２) ＝ Ｔｐ / Ｉ１ｂｃω２
ｎ

ｙ̈２ ＋ Ｋｓ２１(ｙ２ － ｙ１) ＋ Ｋｓ２２(ｙ２ － ｙ３) ＋ Ｃｓ２１( ｙ̇２ － ｙ̇１) ＋ Ｃｓ２２( ｙ̇２ － ｙ̇３) ＋ Ｆｍ / ｍ２ｂｃω２
ｎ ＝ ０

θ̈２ ＋ Ｋ ｔ２１(θ２ － θ１) ＋ Ｋ ｔ２２(θ２ － θ３) ＋ Ｃ ｔ２１(θ
􀅰

２ － θ
􀅰

１) ＋ Ｃ ｔ２２(θ
􀅰

２ － θ
􀅰

３) ＋ Ｆｍｒ２ / Ｉ２ｂｃω２
ｎ ＝ ０

ｙ̈３ ＋ Ｋｓ３１(ｙ３ － ｙ２) ＋ Ｃｓ３１( ｙ̇３ － ｙ̇２) ＋ Ｋｂｐｙ３ ＋ Ｃｂｐ ｙ̇３ ＝ ０

θ̈３ ＋ Ｋ ｔ３１(θ３ － θ２) ＋ Ｃ ｔ３１(θ
􀅰

３ － θ
􀅰

２) ＝ ０
ｙ̈４ ＋ Ｋｓ４１(ｙ４ － ｙ５) ＋ Ｃｓ４１( ｙ̇４ － ｙ̇５) ＋ Ｋｂｇｙ４ ＋ Ｃｂｇ ｙ̇４ ＝ ０

θ̈４ ＋ Ｋ ｔ４１(θ４ － θ５) ＋ Ｃ ｔ４１(θ
􀅰

４ － θ
􀅰

５) ＝ ０

ｙ̈５ ＋ Ｋｓ５１(ｙ５ － ｙ４) ＋ Ｋｓ５２(ｙ５ － ｙ６) ＋ Ｃｓ５１( ｙ̇５ － ｙ̇４) ＋ Ｃｓ５２( ｙ̇５ － ｙ̇６) － Ｆｍ / ｍ５ｂｃω２
ｎ ＝ ０

θ̈５ ＋ Ｋ ｔ５１(θ５ － θ４) ＋ Ｋ ｔ５２(θ５ － θ６) ＋ Ｃ ｔ５１(θ
􀅰

５ － θ
􀅰

４) ＋ Ｃ ｔ５２(θ
􀅰

５ － θ
􀅰

６) － Ｆｍｒ５ / Ｉ５ｂｃω２
ｎ ＝ ０

ｙ̈６ ＋ Ｋｓ６１(ｙ６ － ｙ５) ＋ Ｃｓ６１( ｙ̇６ － ｙ̇５) ＋ Ｋｂｇｙ６ ＋ Ｃｂｇ ｙ̇６ ＝ ０

θ̈６ ＋ Ｋ ｔ６１(θ６ － θ５) ＋ Ｃ ｔ６１(θ
􀅰

６ － θ
􀅰

５) ＝ － Ｔｅ / Ｉ６ｂｃω２
ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２４)

１. ４　 无量纲参数指标

峭度指标是反映信号尖峰度的无量纲参数ꎬ对信

号中冲击成分特别敏感[１６]ꎮ其表达式为:

Ｋｑ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
(ｘ(ｎ) － Ｘａｖ) ４ / σ４ (２５)

式中:Ｎ— 信号序列总点数ꎻｘ(ｎ)— 振动信号序列ꎻ
Ｘａｖ— 振动信号序列平均幅值ꎻσ— 振动信号序列标准

差ꎮ
裕度因子 Ｌ、峰值因子 Ｃ、波形因子 Ｓ、脉冲因子 Ｉｑ

表达式如下[１７]:

Ｌ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
(Ｘｐｅａｋ / Ｓｒ)　 Ｃ ＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
(Ｘｐｅａｋ / Ｘｒｍｓ) (２６)

Ｉ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
(Ｘｐｅａｋ / Ｘａｖ)　 Ｓ ＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
(Ｘｐｅａｋ / Ｘａｖ)

(２７)
式中:Ｘｐｅａｋ—振动信号序列峰值ꎻＳｒ—振动信号序列方

根幅值ꎻＸｒｍｓ— 振动信号序列有效值ꎮ

２　 数值仿真与分析

齿轮系统主要参数如表 １ 所示ꎮ

表 １　 齿轮系统主要参数

系统部件 参数 符号 数值 参数 符号 数值
齿轮 模数 / ｍｍ ｍ １. ５ 齿数 ｚ１ / ｚ２ ３６ / ９０

质量 / ｋｇ ｍ２ / ｍ５ ０. ２ / １. ６ 转动惯量 / (ｋｇ􀅰ｍ２) Ｉ１ / Ｉ２ ９ × １０ －５ / ３. ７０ × １０ －３

输入转速 / (ｒ􀅰ｍｉｎ －１) ｎｐ １ ０００ 平均啮合刚度 / (Ｎ􀅰ｍ －１) Ｋｍ０ ２. ７４７ × １０８

齿侧间隙 / ｍ ｂｎ １ × １０ －６ 啮合阻尼 / (Ｎ􀅰ｓ􀅰ｍ －１) ｃｍ ６ ６６０
轴 弯曲刚度 / (Ｎ􀅰ｍ －１) ｋｓ ４. ７１ × １０８ 弯曲阻尼 / (Ｎ􀅰ｓ􀅰ｍ －１) ｃｓｐ / ｃｓｇ ８７２

扭转刚度 / (Ｎ􀅰ｍ􀅰ｒａｄ －１) ｋｔ ３. ４５ × １０４ 扭转阻尼 / (Ｎ􀅰ｓ􀅰ｍ －１) ｃｔｐ / ｃｔｇ ７５
输入转矩 / (Ｎ􀅰ｍ) Ｔｐ ４０ 负载 / (Ｎ􀅰ｍ) Ｔｅ １００

轴承 轴承刚度 / (Ｎ􀅰ｍ) ｋｂ １. ０４ × １０９ 轴承阻尼 / (Ｎ􀅰ｓ􀅰ｍ －１) ｃｂｐ / ｃｂｇ １４４ / ４０８

　 　 本研究在三维软件 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋ 中对齿轮—转子—
轴承系统各质量盘进行建模ꎬ测出各质量盘的质量和

转动惯量ꎮ 其中ꎬ集中质量盘主要参数如表 ２ 所示ꎮ

表 ２　 集中质量盘主要参数

参数 圆盘 １ 圆盘 ２ 圆盘 ３ 圆盘 ４ 圆盘 ５ 圆盘 ６
质量 ｍ / (ｍ􀅰ｋｇ － １) ０. ４１ ０. ２ ０. ４１ ０. ４１ １. ６ ０. ４１

转动惯量 Ｉ / (ｋｇ􀅰ｍ２) ２. ６３ × １０ － ４ ９ × １０ － ５ ２. ６３ × １０ － ４ ２. ６３ × １０ － ４ ３. ７０ × １０ － ３ ２. ６３ × １０ － ４

　 　 本研究通过能量法计算主动轮上ꎬｑ ＝ ０ ｍｍ(健康

状态)、ｑ ＝ ０. ７ ｍｍ 和 ｑ ＝ １. １ ｍｍ ３ 种不同损伤的时变

啮合刚度ꎬ得到齿轮的啮合刚度曲线ꎮ
不同裂纹尺寸影响的单对齿轮副啮合刚度曲线如

图 ３ 所示ꎮ
健康单对齿轮副啮合刚度的变化区间在 １４０ Ｎ / μｍ

~２１０ Ｎ / μｍ 之间ꎬ随着主动轮转角 θｍ 的逐渐增大ꎬ单
对齿轮副在从齿根到齿顶啮合的过程中ꎬ其啮合刚度逐
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图 ３　 不同裂纹尺寸影响的单对齿轮副啮合刚度曲线

渐增大ꎬ在分度圆处达到最大值 ２０２ Ｎ / μｍꎬ随后啮合刚

度又逐渐降低ꎮ
当存在分度圆裂纹损伤时ꎬ单对齿轮副啮合刚度

在分度圆处阶跃性下降ꎬ并且随着裂纹损伤程度逐渐

加深ꎬ这种下降程度越明显ꎮ 这主要是由于分度圆裂

纹损伤的存在ꎬ实际参与啮合轮齿的截面积与惯性矩较

健康轮齿有所降低ꎬ使得弯曲势能和剪切势能也有所下

降ꎻ另外ꎬ随着故障程度加深ꎬ轮齿截面积与惯性矩下降

越大ꎬ这是导致齿轮啮合刚度突然下降的主要原因ꎮ
不同裂纹尺寸影响的齿轮综合啮合刚度曲线如图

４ 所示ꎮ

图 ４　 不同裂纹尺寸影响的齿轮综合啮合刚度曲线

由图 ４ 可知:与健康齿轮综合啮合刚度曲线相比ꎬ含
不同尺寸裂纹损伤齿轮的综合啮合刚度曲线ꎬ在前一个双

齿啮合区和单齿啮合区的分度圆之前部分未发生变化ꎮ
分度圆裂纹损伤的影响范围主要在单齿啮合区的

分度圆之后部分和后一个双齿啮合区ꎬ随着裂纹尺寸

的增大ꎬ综合啮合刚度降低的幅值越明显ꎬ且在受裂纹

影响的单齿啮合区比双齿啮合区下降的幅值更大ꎮ 这

主要是由于齿轮在从齿根到分度圆的啮合过程中ꎬ未
受到分度圆裂纹故障的影响ꎮ 从分度圆到齿顶的啮合

过程中ꎬ受分度圆裂纹故障的影响ꎬ齿轮综合啮合刚度

呈现不同程度的降低ꎮ
本研究把齿轮—转子—轴承系统主要参数代入到

前文所建的动力学方程中ꎬ采用 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法ꎬ对系

统进行求解ꎮ 笔者选择主动轮裂纹长度 ｑ ＝ ０ ｍｍ、ｑ ＝

０. ７ ｍｍ 和 ｑ ＝ １. １ ｍｍ ３ 种不同损伤进行仿真ꎮ
齿轮系统时—频域特征响应如图(５ ~ ７)所示ꎮ

图 ５　 齿轮系统时—频域特征响应(ｑ ＝ ０ ｍｍ)

图 ６　 齿轮系统时—频域特征响应(ｑ ＝ ０. ７ ｍｍ)

图 ７　 齿轮系统时—频域特征响应(ｑ ＝ １. １ ｍｍ)

由图(５ ~ ７)可知:健康齿轮与含分度圆裂纹损伤

齿轮整体时域上的幅值未发生明显改变ꎬ但含裂纹故

障的齿轮系统在轮齿啮合时ꎬ会出现周期性的冲击响

应ꎬ其冲击间隔时间为 ０. ０６ ｓꎮ 随着裂纹尺寸的增大ꎬ
冲击幅值也相应增大ꎮ 这是由于分度圆损伤的存在ꎬ
轮齿在啮合到故障位置时刚度激励突然改变ꎬ导致齿

轮系统出现周期性冲击的动态响应ꎬ并且冲击间隔等

于主动齿轮的旋转周期ꎮ
健康齿轮系统的频谱主要表现为啮合频率和其谐

波成分ꎬ其啮合频率为 ６００ Ｈｚꎮ 对于含分度圆裂纹损

伤的齿轮系统ꎬ其频谱图上原有的啮合频率和其谐波

成分仍然存在ꎬ在啮合频率和其谐波成分附近出现了

边频带ꎬ相邻边频的间距 １６. ７ Ｈｚꎮ 随着裂纹损伤程

度的加深ꎬ边频带的幅值也相应增大ꎮ
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由此可知:当分度圆处发生裂纹损伤时ꎬ频域上会

出现边频带ꎬ且边频带的间隔为含裂纹齿轮所在轴的

轴频ꎮ 随着裂纹损伤程度的增大ꎬ边频带的幅值也相

应地增大ꎮ
由于分度圆裂纹损伤比较微弱ꎬ在时—频域上的

区别不能明显体现ꎮ 因此ꎬ本研究引入无量纲参数指

标来反映系统的振动响应ꎮ
无量纲参数指标如表 ３ 所示ꎮ

表 ３　 无量纲参数指标

参数指标 ｑ ＝ ０ ｍｍ ｑ ＝ ０. ７ ｍｍ ｑ ＝ １. １ ｍｍ
峭度指标 Ｋｑ ２. ８６７ ３. ０６５ ３. １１６
裕度因子 Ｌ １. ３６９ １. ４６７ １. ４７７
峰值因子 Ｃ １. ３９９ １. ４９９ １. ５００
波形因子 Ｓ １. ０１４ １. ０１５ １. ０１５
脉冲因子 Ｉｑ １. ３８９ １. ４８９ １. ４９０

　 　 由表 ３ 可知:当轮齿发生分度圆裂纹损伤时ꎬ峭度

指标、裕度因子、峰值因子和脉冲因子对轮齿啮合冲击

信号非常敏感ꎬ其值有明显的变化ꎬ而波形因子只有微

弱变化ꎮ 其中ꎬ峭度指标随着裂纹损伤的加剧而增大ꎬ
裕度因子、峰值因子和脉冲因子则没有明显变化ꎮ

由此说明ꎬ当轮齿出现分度圆裂纹损伤时ꎬ峭度指

标、裕度因子、峰值因子和脉冲因子可作为反映齿轮是

否发生故障的指标ꎻ同时ꎬ峭度指标能较好地反映分度

圆裂纹的损伤程度ꎮ

３　 结束语

本文通过对含不同分度圆裂纹损伤程度的故障轮

齿进行仿真ꎬ对所得到的动态响应进行了分析ꎬ得到以

下结论:
(１)轮齿由于分度圆裂纹损伤ꎬ啮合刚度会在分

度圆处发生阶跃性突变ꎬ且损伤程度越深啮合刚度降

低越明显ꎻ
(２)冲击的幅值和边频带幅值会随着分度圆裂纹

损伤的增大而增大ꎻ
(３)峭度指标、裕度因子、峰值因子和脉冲因子对

轮齿分度圆裂纹故障信号非常敏感ꎬ可作为判断齿轮

系统是否正常运行的指标ꎮ
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