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球面三自由度并联机构瞬时运动分析∗
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摘要:为解决球面三自由度并联机构末端构件上角锥的瞬时定位问题ꎬ结合该机构仅具有 ３ 个转动自由度的结构特点ꎬ采用四元数

代数表示构件的有限转动ꎬ将机构运动分析转化为求解瞬时转动四元数算子ꎮ 开展了该机构上角锥相对参考坐标系的微分转动分

析ꎬ建立了描述上角锥瞬时转动四元数算子的运动微分方程和瞬时转动轴连续轨迹曲面的矢量方程ꎬ导出了机构运动微分方程的

基础解系ꎬ提出了以瞬轴面导线的曲率和挠率量化机构在某一时刻微分运动的特征ꎻ在 Ｍａｔｌａｂ 软件中通过数值积分和数值微分两

种方法ꎬ求得了四元数算子瞬时转动轴线的变化轨迹和等效转角的变化曲线ꎻ瞬轴面导线变化平稳ꎬ预示了机构在所给的运动学参

数下具有良好的运动学品质ꎬ得到了两种数值方法截断误差的预估值和所能达到的精度等级ꎮ 仿真结果表明:数值积分方法精度
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０　 引　 言

四元数最早应用于刚体的定位问题ꎬ使刚体产生

角速度或在刚体上施加控制力偶ꎬ以便与刚体固连的

动坐标系与基准坐标系的方位保持一致ꎮ 四元数因两

个优点在各种球面机构中得到了广泛的应用:(１)四



元数可以与球面上的一段大圆弧对应起来ꎬ并且球面

上大圆弧的几何加法等于与其对应的四元数反向乘

积ꎻ(２)四元数是表示有限转动的最简明方法ꎮ ＫＯＮＧ
Ｘｉａｎ￣ｗｅｎ[１]以四元数代数和几何分析方法建立了一种

可重构的三自由度并联机构的约束条件ꎬ给出了欧拉

参数表示的运动学方程及可操作模式ꎻ程世利等[２] 采

用四元数表示旋转变换矩阵ꎬ得到了 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构

四元数形式的基本方程和罗德里格参数表示奇异位形

方程ꎻ鲁开讲[３]建立了球面机构与球面上大圆弧的对

应关系ꎬ将弧的几何加法和旋转变化表示成四元数的

乘积ꎬ得到了机构位置方程ꎻ赵德胜[４] 采用四元数形

式的正交变换描述 ６￣ＵＰＳ 并联机构动平台方位ꎬ导出

速度传递矩阵ꎬ得到了机构的三类奇异位形ꎻ李成刚[５]

采用四元数研究球面机构各杆件的空间位置ꎬ导出了球

面并联机构的简洁运动学方程ꎻ赵德胜[６]采用四元数描

述 ６￣ＳＰＳ 并联机构位姿矩阵ꎬ导出了无间隙机构运动方

程ꎬ进一步分析了含间隙机构的奇异位形ꎮ
本文将以四元数描述的旋转变换建立机构末端构

件上角锥的微分运动方程ꎬ并给出其数值解ꎮ

１　 四元数表示的旋转变换

１. １　 四元数代数及其性质

哈密顿于 １８４３ 年提出了四元数代数[７]:
Λ ＝ λ０ ＋ λ１ ｉ１ ＋ λ２ ｉ２ ＋ λ３ ｉ３
ｓｑａｌΛ ＋ ｖｅｃｔΛ ＝ λ０ ＋ λ (１)

式中:Λ—四元数ꎻλ０ꎬλ１ꎬλ２ꎬλ３—四元数元素ꎬ均为实

数ꎻｉ１ꎬｉ２ꎬｉ３—３ 个虚数单位ꎬ它等价于三维空间的单位

矢量ꎻｓｑａｌΛ— 四元数标量函数ꎻｖｅｃｔΛ— 四元数矢量

函数ꎻλ０ꎬλ— 分别为四元数的标量部分和矢量部分ꎮ
两个四元数 Λ 和 Ｍ 之积仍为四元数ꎬ即:

Λ  Ｍ ＝ λ０μ０ － λ１μ１ － λ２μ２ － λ３μ３ ＋
λ０(μ１ ｉ１ ＋ μ２ ｉ２ ＋ μ３ ｉ３) ＋

μ０(λ１ ｉ１ ＋ λ２ ｉ２ ＋ λ３ ｉ３) ＋
ｉ１ ｉ２ ｉ３
λ１ λ２ λ３

μ１ μ２ μ３

(２)

式中:Ｍ— 四元数ꎻμ０ꎬμ１ꎬμ２ꎬμ３— 四元数 Ｍ 的元素ꎮ
定义四元数 Λ 的范数和共轭四元数分别为:

‖Λ‖ ＝ Λ  Λ ＝ λ２
０ ＋ λ２

１ ＋ λ２
２ ＋ λ２

３ 　 Λ ＝ λ０ － λ
(３)

式中:‖Λ‖— 四元数范数ꎻΛ— 共轭四元数ꎮ
范数等于 １ 的四元数称为规范化四元数ꎬ可写成

以下形式:

Λ ＝
λ０

λ２
０ ＋ λ２

１ ＋ λ２
２ ＋ λ２

３

＋ λ
λ２

０ ＋ λ２
１ ＋ λ２

２ ＋ λ２
３

(４)
取 λ 方向的单位矢量 ξꎬ则式(４) 可表示为:

Λ ＝
λ０

λ２
０ ＋ λ２

１ ＋ λ２
２ ＋ λ２

３

＋ ξ
λ２

１ ＋ λ２
２ ＋ λ２

３

λ２
０ ＋ λ２

１ ＋ λ２
２ ＋ λ２

３



ｃｏｓθ ＋ ξｓｉｎθ (５)
式中:ξ—λ方向的单位矢量ꎬξ ＝ ξ１ ｉ１ ＋ ξ２ ｉ２ ＋ ξ３ ｉ３ꎻξ１ꎬ
ξ２ꎬξ３— 矢 量 ξ 的 方 向 余 弦ꎻθ— 角 度 参 数ꎬθ ＝

ｔａｎ －１ λ２
１ ＋ λ２

２ ＋ λ２
３

λ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ꎮ

１. ２　 四元数表示的旋转变换

借助四元数可以将刚体的任意有限转动表示成四

元数的乘积ꎬ这是旋转变化最简明的形式ꎮ
定理 １:刚体有限转动定理ꎮ设 Λ 为规范化四元

数ꎬＲ 为非标量四元数ꎬ则正交变换为:
Ｒ′ ＝ Λ  Ｒ  Λ (６)

式中:Ｒ′— 对 Ｒ 进行正交变换所得的四元数ꎮ
Ｒ′ 范数和标量部分分别等于 Ｒ 的范数和标量部

分ꎬ矢量部分 ｖｅｃｔＲ′可看作是将四元数Ｒ的矢量 ｖｅｃｔＲ
绕以 ｖｅｃｔΛ 为轴的锥而旋转 Λ 的二倍角得到的ꎬ即:

Λ ＝ ｃｏｓ θ
２ ＋ ξｓｉｎ θ

２ (７)

将矢量ｖｅｃｔＲ绕轴ξ旋转角度θ就得到矢量ｖｅｃｔＲ′ꎮ
当转角是一个无限小量时ꎬ四元数算子近似成:

ΔΛ ＝ １ ＋ ξ Δθ
２ (８)

式中:ΔΛ— 微分转动四元数算子ꎻΔθ— 微分转角ꎮ
与转动轴 ξ 固连的矢量 ｒ 变换成:

ｒ′ ＝ ΔΛ  ｒ  ΔΛ ＝ ｒ ＋ ξ Δθ
２  ｒ －

ｒ  ξ Δθ
２ － ξ  ｒ  ξ Δθ２

４ (９)

式中:ｒꎬｒ′— 分别为四元数 Ｒ 和 Ｒ′ 的矢量部分ꎮ
忽略式中的二阶无穷小量可得矢量 ｒ 的增量:

Δｒ ＝ ｒ′ － ｒ ＝ (ξ  ｒ － ｒ  ξ) Δθ
２ (１０)

式中:Δｒ— 矢量 ｒ 在转动过程中的增量ꎮ
由四元数乘法式(２) 可知:改变四元数相乘的顺

序只是变换式中行列式的第二、三行ꎬ其余项不变ꎬ所
以有:

Δｒ ＝ ２
ｉ１ ｉ２ ｉ３
ξ１ ξ２ ξ３

ｒ１ ｒ２ ｒ３

Δθ
２ ＝ ξΔθ × ｒ (１１)
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上式两端除以转动时间 Δｔꎬ并取极限可得:

ｌｉｍ
Δｔ→０

Δｒ
Δｔ ＝ ｄｒ

ｄｔ ＝ ξ ｄθ
ｄｔ × ｒ ＝ ω × ｒ (１２)

式中:ω— 瞬时转动角速度矢量ꎮ
对比式(１１ꎬ１２)ꎬ可将无限小量转动的四元数算

子表示成:

ｄΛ ＝ １ ＋ １
２ ωｄｔ (１３)

２　 球面三自由度并联机构的运动学

方程

　 　 空间球面三自由度并联机构如图 １ 所示ꎮ

图 １　 球面三自由度并联机构

上、下角锥均为正三棱锥ꎬ它们之间通过 ３ 条相同

的 ３ 转动副运动链连接ꎬ机构全部转动副的轴线汇交

于一点 Ｏꎬ作为球面机构的转动中心ꎬ设所有转动副中

心都位于同一单位球面上ꎮ上角锥可实现绕 Ｏ 的定点

转动ꎬ具有 ３ 个独立的转动自由度ꎮ取参考坐标系 Ｏ －
ｉ１ ｉ２ ｉ３ꎬ基矢量 ｉ３ 垂直于下角锥底面 Ｂ１Ｂ２Ｂ３ꎬ基矢量 ｉ１
的方向由 ｂ１ × ｉ３ 确定ꎬ即 ｉ１ ⊥平面ＯＢ１ＨꎬＢ２Ｂ３ 垂直于

ＯＨ 和 Ｂ１Ｈꎬ 也即垂直于平面 ＯＢ１Ｈꎬ 所以 ｉ１ 平行于

Ｂ２Ｂ３ꎬ按右手规则确定基矢量 ｉ２ꎬ它平行于 ＨＢ１ꎮ
上角锥固连的动坐标系 Ｏ － ｅ１ｅ２ｅ３ 如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 上角锥的动坐标系

基矢量 ｅ３ 垂直于上角锥底面 Ｖ１Ｖ２Ｖ３ꎬ基矢量 ｅ１ 的

方向由 ｖ１ × ｅ３ 确定ꎬ即 ｅ１ ⊥平面ＯＶ１ＤꎬＶ２Ｖ３ 也垂直于

平面 ＯＶ１Ｄꎬ所以 ｅ１ 平行于 Ｖ２Ｖ３ꎬ按右手规则确定基矢

量 ｅ２ꎬ它平行于 ＤＶ１ꎮ

２. １　 机构的运动学方程

设变坐标系 Ｉ 的规范化正交基到坐标系 Ｅ 的规范

化正交基的运算由四元数算子 Λ 给定ꎬ即:
ｅｋ ＝ Λ  ｉｋ  Λ　 ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ (１４)

式中:ｉｋꎬｅｋ— 坐标系 Ｉ 和 Ｅ 的规范化正交基ꎮ
即认为在该瞬时将坐标系 Ｉ 绕轴 ξ 旋转角度 θ 就

到达坐标系 Ｅ 所在的位置ꎮ
为了得到四元数 Λ( ｔ) 的增量ꎬ设在时间间隔 Δｔ

内ꎬ动坐标系从 Ｅ( ｔ) 变换到位置 Ｅ( ｔ ＋ Δｔ)ꎬ与这两个

位置对应的四元数记为 Λ( ｔ) 和 Λ( ｔ ＋ Δｔ)ꎬ它们给出

的动坐标系 Ｅ( ｔ)、Ｅ( ｔ ＋ Δｔ) 和参考坐标系 Ｉ的位置关

系符合式(１４)ꎮ另一方面ꎬ在时刻 ｔ 和 ｔ ＋ Δｔ 坐标系 Ｅ
的位置关系取决于坐标系 Ｅ的角速度矢量和无限小转

动四元数 ｄΛꎮ
将四元数 ｄΛ的分量表示在坐标系Ｅ上ꎬ从坐标系

Ｉ 到 Ｅ( ｔ ＋ Δｔ) 的变换可以看成是由系 Ｉ 到 Ｅ( ｔ)ꎬ再由

Ｅ( ｔ) 到 Ｅ( ｔ ＋ Δｔ) 两次转动合成的ꎬ合成转动的特征

四元数等于两次转动的特征四元数的乘积:
Λ∗( ｔ ＋ Δｔ) ＝ Λ∗( ｔ)  ｄΛ∗ (１５)

式中:Λ∗— 特征四元数ꎻΔｔ— 时间增量ꎮ
各旋转变换四元数算子应取成规范化四元数ꎮ
四元数 ｄΛ∗ 代表以其轴线为轴Ｅ( ｔ) 到Ｅ( ｔ ＋ Δｔ)

的旋转变化ꎬ所以角速度矢量在这两坐标系上的投影

必然相等ꎮ如果将 ｄΛ∗ 取在坐标系 Ｅ( ｔ) 上ꎬ其分量就

是角速度矢量在Ｅ( ｔ) 上的投影ꎮ在这种情形两次旋转

变换都是相对当前坐标系进行的ꎬ合成转动的四元数

等于两次转动四元数按顺序的乘积:
Λ∗( ｔ ＋ Δｔ) ＝ Λ∗( ｔ)  ｄΛ∗ ＝

Λ∗( ｔ)  １ ＋ １
２ ωＥ( ｔ)ｄｔ( ) (１６)

式中:ωＥ— 角速度矢量在坐标系 Ｅ 中的表示ꎮ
式(１６) 建立了两个相邻时刻的四元数关系ꎬ适应

于机构位置数值解法ꎬ将其展开可得:

Λ∗( ｔ ＋ Δｔ) － Λ∗( ｔ) ＝ １
２ Λ∗( ｔ)  ωＥ( ｔ)ｄｔ

(１７)
从中可以得出:

ｄΛ∗(ｔ)
ｄｔ ＝ Λ∗(ｔ ＋ Δｔ) － Λ∗(ｔ)

ｄｔ ＝ １
２ Λ∗(ｔ)  ωＥ(ｔ)

(１８)
上式称为机构运动学方程ꎬ它是由 ４ 个标量方程

构成的一阶线性微分方程组:
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λ̇０ ＝ １
２ ( － ω１λ１ － ω２λ２ － ω３λ３)

λ̇１ ＝ １
２ (ω１λ０ ＋ ω３λ２ － ω２λ３)

λ̇２ ＝ １
２ (ω２λ０ ＋ ω１λ３ － ω３λ１)

λ̇３ ＝ １
２ (ω３λ０ ＋ ω２λ１ － ω１λ２)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(１９)

式中:ω１ꎬω２ꎬω３— 角速度矢量ωＥ 在坐标系 Ｅ中的分量ꎮ
写成矢量形式为:

λ̇ ＝ ｆ( ｔꎬλ) (２０)
可用四阶龙格库塔 ４ 阶方法求解:

λｎ＋１ ＝ λｎ ＋ ｈ
６ (ｋ１ ＋ ２ｋ２ ＋ ２ｋ３ ＋ ｋ４)

ｋ１ ＝ ｆ( ｔｎꎬλｎ)

ｋ２ ＝ ｆ ｔｎ ＋ ｈ
２ ꎬλｎ ＋ ｈ

２ ｋ１( )　 ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ

ｋ３ ＝ ｆ ｔｎ ＋ ｈ
２ ꎬλｎ ＋ ｈ

２ ｋ２( )
ｋ４ ＝ ｆ( ｔｎ ＋ ｈꎬλｎ ＋ ｈｋ３)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(２１)

式中:λｎꎬλｎ＋１— 微分方程数值解序列ꎻｋ１ꎬｋ２ꎬｋ３ꎬｋ４—
分别为函数 ｆ( ｔꎬλ) 在给定点之值ꎻｈ— 微分步长ꎮ

微分步长的局部截断误差为[８]:

εｎ＋１ ＝ ｜ λ( ｔｎ＋１) － λｎ＋１ ｜ ＝ ０(ｈ５) (２２)
式中:εｎ＋１— 数值方法在第 ｎ ＋ １ 步的截断误差ꎬ即该

方法具有 ４ 阶精度ꎮ

２. ２　 机构上角锥位形描述

动坐标系 Ｅ 可以看作由坐标系 Ｉ 连续进行旋转 ３
个欧拉角ꎬ如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 欧拉角

(１) 坐标系 Ｉ 绕 ｉ３ 轴旋转 ψ 角ꎬｉ１ 轴到达节线 ＯＮ
的位置ꎻ

(２) 绕节线 ＯＮ 旋转 φ 角ꎬｉ３ 到达 ｅ３ 的位置ꎻ
(３) 绕 ｅ３ 轴旋转 δ 角即得到坐标系 Ｅꎮ
因以上变换是依次相对当前坐标系进行的ꎬ相应

的方向余弦矩阵依次右乘可得:

ＲＥ ＝ Ｒｏｔ( ｉ３ꎬψ)Ｒｏｔ(ｘＮꎬφ)Ｒｏｔ(ｅ３ꎬδ) ＝
ｃｏｓψｃｏｓδ － ｓｉｎψｃｏｓφｓｉｎδ － ｃｏｓψｓｉｎδ － ｓｉｎψｃｏｓφｃｏｓδ ｓｉｎψｓｉｎφ
ｓｉｎψｃｏｓδ ＋ ｃｏｓψｃｏｓφｓｉｎδ － ｓｉｎψｓｉｎδ ＋ ｃｏｓψｃｏｓφｃｏｓδ － ｃｏｓψｓｉｎφ

ｓｉｎφｓｉｎδ ｓｉｎφｃｏｓδ ｃｏｓφ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２３)
式中:ＲＥ— 旋转变换矩阵ꎻψꎬφꎬδ— 欧拉角ꎬ分别称为

进动角、章动角和自转角ꎮ
上角台位形用欧拉角描述ꎬ它转动角速度也可以

用广义速度 ψ̇、φ̇ 和 δ̇ 表示:

ωＥ ＝ δ

ｅ３ ＋ ψ


[ｓｉｎψｓｉｎφꎬ － ｃｏｓψｓｉｎφꎬｃｏｓφ] Ｔ ＋

φ̇ＲＴ[ｃｏｓψꎬｓｉｎψꎬ０] Ｔ ＝ [ｃｏｓδφ̇ ＋ ｓｉｎδψ

－ ｓｉｎδφ̇ ＋

ｓｉｎφｃｏｓδψ

　 δ


＋ ｃｏｓφψ


] Ｔ (２４)

为了求得坐标系 Ｉ 变换到坐标系 Ｅ 的四元数算子

Λ的转角和轴线ꎬ认为坐标系 Ｉ绕四元数Λ矢量方向的

单位矢量 ξ旋转 θ角就得到坐标系 Ｅꎬ根据等效转动定

理可得等效转轴 ξ 和等效转角 θ[９]:

ξ１ ＝
ｒ３２ － ｒ２３

２ｓθ ꎬξ２ ＝
ｒ１３ － ｒ３１

２ｓθ ꎬξ３ ＝
ｒ２１ － ｒ１２

２ｓθ (２５)

ｔａｎθ ＝ ±
( ｒ３２ － ｒ２３) ２ ＋ ( ｒ１３ － ｒ３１) ２ ＋ ( ｒ２１ － ｒ１２) ２

ｒ１１ ＋ ｒ２２ ＋ ｒ２２ － １
(２６)

式中:ｒｉｊ—初始时刻方向余弦矩阵ＲＥ 的相应元素ꎬｉꎬｊ ＝

１ꎬ２ꎬ３ꎮ
瞬时轴连续轨迹构成直纹曲面ꎬ母线方向的单位

矢量为 ξ( ｔ)ꎬ所有母线交于坐标原点ꎬ矢量 ξ的末端形

成瞬轴面的导线ꎬ则瞬轴面的矢量方程为:
ｒσ( ｔ) ＝ ξ( ｔ) ＋ ｖξ( ｔ) ＝ (１ ＋ ｖ)ξ( ｔ) (２７)

式中:ｖ— 母线 ξ 上一点到矢量 ξ 末端的距离ꎻｒσ— 瞬

轴面的矢径ꎮ
故上式是以 ｖ和 ｔ为参数的曲面方程ꎮ鉴于所有母

线交于一点的数学特征ꎬ瞬轴面结构可用矢量 ξ 末端

曲线表示:
ｒ ＝ ξ( ｔ) (２８)

在每一点邻近的几何量来表示ꎮ曲线的切向量为:
ｒ̇ ＝ ξ̇( ｔ) (２９)

由于 ξ为单位矢量ꎬ具有固定长度ꎬ切向量 ξ̇⊥ ξꎬ
ξ 即为曲线的主法向量ꎮ由于 ξ 是 λ 方向的单位矢量

ξ ＝ λ / ｜ λ ｜ ꎬ曲线 ｒ 的曲率和挠率分别为[１０]:

ｋ ＝ ｜ ｒ̇ × ｒ̈ ｜
｜ ｒ̇ ｜ ３ ＝ λ̇ × λ̈

｜ λ ｜ ｜ λ̇ ｜ ３ (３０)
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τ ＝ ( ｒ̇ꎬｒ̈ꎬｒ)
( ｒ̇ × ｒ̇) ２ ＝ ( λ̇ꎬλ̈ꎬλ)

｜ λ ｜ ( λ̇ × λ̈) ２ (３１)

式中:ｋ— 曲线曲率ꎻτ— 曲线挠率ꎮ
曲率可以描述瞬轴面在该点弯曲程度ꎬ挠率描述

了曲线离开密切平面(主法向量和切向量张成的平

面) 的快慢ꎮ

２. ３　 机构运动学方程的通解

在实际应用中ꎬ上角锥的运动通常是按作业任务规

划的ꎬ上角锥转动角速度 ωＥ 规定为时间的连续函数ꎬ在
标量形式下ꎬ式(１８) 都是 ４ 个线性微分方程的方程组ꎮ
根据线性微分方程理论ꎬ式(１８) 都有４个线性无关的基

础解系ꎬ构成微分方程的通解ꎬ这个解满足下述定理ꎮ
定理 ２　 假定时间函数 ωＥ( ｔ) 已知ꎬ并且该方程

的一个特解为 Ｎ( ｔ)ꎬ方程式(１８) 的通解为:
ΛＥ ＝ ＣＥ  Ｎ( ｔ) (３２)

式中:ΛＥ— 微分方程通解ꎻＮ( ｔ)— 微分方程特解ꎻ
ＣＥ— 常值四元数ꎮ

为了从基础解系中求出满足机构运动学初始条件

ΛＥ０ 的特解ꎬ常值四元数 ＣＥ 必须满足初始条件:
ΛＥ０ ＝ ΛＥ( ｔ ＝ ０) ＝ ＣＥ０  Ｎ０ (３３)

式中:ΛＥ０— 初始时瞬时转动四元数算子ꎻＮ０— 特解的

初值ꎮ
从而求得常值四元数:

ＣＥ０ ＝ ΛＥ０  Ｎ０ (３４)
满足机构初始条件的运动微分方程的解为:

ΛＥ( ｔ) ＝ ΛＥ０  Ｎ０  Ｎ( ｔ) (３５)

２. ４　 机构运动学方程的近似积分

将式(１８) 积分:

Λ( ｔ) ＝ Λ( ｔ０) ＋ １
２ ∫

ｔ

ｔ０
Λ( ｔ′)  ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ (３６)

根据定理 ２ꎬ可以假设:
Λ( ｔ) ＝ Λ( ｔ０)  Ｎ( ｔ) (３７)

代入式(３６)ꎬ可得:

Ｎ( ｔ) ＝ １ ＋ １
２ ∫

ｔ

ｔ０
Ｎ( ｔ′)  ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ (３８)

在初始条件下ꎬｔ ＝ ｔ０ 时ꎬ有:

Ｎ０ ＝ Ｎ( ｔ０) ＝ １ ＋ １
２ ∫

ｔ

ｔ０
Ｎ( ｔ′)  ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ ＝ １

(３９)
为了构造运动学方程的数值积分格式ꎬ在式(３７)

中令 ｔ０ ＝ ｔｎ－１ꎬｔ ＝ ｔｎ ＝ ｔｎ－１ ＋ ｈꎬ则由式(３７) 可得:
Λｎ ＝ Λｎ－１  Ｎｎ 　 ｎ ＝ １ꎬ２ (４０)

式中:ΛｎꎬΛｎ－１—通解Λ的数值序列ꎻＮｎ—特解的数值

序列ꎮ
方程(３８) 可用毕卡法逼近:

Ｎ( ｔ) ＝ １ ＋ １
２ ∫

ｔ

ｔ０
ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ ＋

１
４ ∫

ｔ

ｔ０
∫ｔ′

ｔ０
ωＥ( ｔ″)ｄｔ″[ ]

ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ ＋  (４１)
式中:ｔ′— 形式积分变量ꎮ

令上式中的积分为:

θ∗ ＝ ∫ｔ
０
ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ (４２)

式中:θ∗— 角速度矢量的积分ꎮ
它的一阶向后差分为:

Δθ∗ ＝ θ∗( ｔｎ) － θ∗( ｔｎ－１) ＝ ∫ｔ ｎ
０
ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ －

∫ｔ ｎ－１
０

ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ ＝ ∫ｔ ｎ
ｔｎ－１

ωＥ( ｔ′)ｄｔ′ (４３)

式中: Δθ∗— 角速度矢量积分的一阶向后差分ꎮ
在每个步长内ꎬ用四阶内插多项式可将式(４２) 的

数值积分用 θ∗ 的各阶差分表示ꎬ即:

θ∗(τ) ＝ Δθ∗
ｎ － １

２

Δ２θ∗
ｎ － １

６

Δ３θ∗
ｎ － １

１２

Δ４θ∗
ｎ( )τ ＋

１
２

Δ２θ∗
ｎ － １

２４

Δ４θ∗
ｎ( )τ２ ＋ １

６

Δ３θ∗
ｎ ＋ １

１２

Δ４θ∗
ｎ( )τ３ ＋

１
２４

Δ４θ∗
ｎ τ４ (４４)

式中:τ— 每个步长内无因次时间ꎬτ ＝ ( ｔｎ － ｔｎ－１) / ｈꎻ
Δｋθ∗

ｎ — 角速度矢量积分向后的 ｋ 阶差分ꎮ
将式(４２ꎬ４４) 代入式(４１)ꎬ并保留到四阶无穷小量得:

Ｎｎ ＝ １ ＋ １
２

Δθ∗
ｎ － １

８ ｜ Δθ∗
ｎ ｜ ２ ＋ １

２４(

Δθ∗
ｎ × Δ２θ∗

ｎ ) －

１
４８ ｜ Δθ∗

ｎ ｜ ２ Δθ∗
ｎ ＋ １

４８(

Δθ∗
ｎ × Δ３θ∗

ｎ ) －

１
１９２ ｜ Δθ∗

ｎ ｜ ２ Δ２θ∗
ｎ ＋ １

３８４ ｜ Δθ∗
ｎ ｜ ４ ＋  (４５)

其局部截断误差为:

εｎ＋１ ＝ λ( ｔｎ＋１) － λｎ－１ ＝ － ２５１
７２００(ｈ

５) (４６)

比较式(２２ꎬ４６) 可知:数值积分法对已求得的函

数数值序列采用 Ｎｅｗｔｏｎ 向后差分构造计算公式ꎬ它与

四阶龙格库塔法同样具有四阶精度ꎬ但精度略高ꎮ

３　 应用实例

给定机构上角锥的运动规律 ψ ＝ １
３ ｓｉｎｔꎬφ ＝

０. ５ｓｉｎ １
３ ｔ( )ꎬδ ＝ ２ｃｏｓ(２ｔ)ꎬｔ ＝ [０ꎬ６. ２５ ｓ]ꎮ为了求得

初始时刻( ｔ ＝ ０) 坐标系Ｅ变换到坐标系 Ｉ的四元数算

子 ΛＥ０ 的转角和轴线ꎬ由式(２５ꎬ２６) 可求得初始等效

转动轴和等效转角为:ξ１０ ＝ ０ꎬξ２０ ＝ ０ꎬξ３０ ＝ １ꎬθ０ ＝

１１４. ５９１ ６°ꎮ故初始时刻四元数算子为:ΛＥ０ ＝ ｃｏｓ
θ０

２ ＋
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ξ０ｓｉｎ
θ０

２ ＝ ｃｏｓ
θ０

２ ＋ ξ０ｓｉｎ
θ０

２ ＝ ０. ５４０ ３ ＋ ０. ８４１ ５ｉ３ꎮ

依次由式(４０ꎬ４１) 可求解机构运动过程中算子四元数

Λｋ 的数值序列ꎬ相应的瞬时转动轴 ζｋ 方向变化轨迹如

图 ４ 所示ꎮ等效转角 θｋ 的变化曲线如图 ５ 所示ꎮ
等效转动轴轨迹和等效转角 θｋ 变化曲线连续光

滑无尖点ꎬ预示着上角锥在所给的运动规律下角加速

　

度变化平缓ꎮ动平台的等效转角可以由式(２６) 解析法

求得ꎬ也可以通过解微分方程式(１８) 的数值微分方法

和数值积分方法得到ꎬ３ 种方法所得曲线基本是重合

的ꎮ 将两种数值方法求得的转角在极大值处 ( ｔ ＝
２. ０５ ｓ) 与解析法求得的真值进行比较ꎬ同为四阶的数

值积分方法比微分方法精度略高ꎬ不同方法的精度比

较情况如表 １ 所示ꎮ

图 ４　 瞬时转动轴的变化轨迹

　 　 　 　 　 　
图 ５　 等效转角变化曲线

表 １　 不同方法的精度比较

解析法 四阶积分法 四阶微分法
最大转角 ７４. ５３６ ４４５ ６９７ ７８７ ６８ ７４. ５３６ ４４５ ６２１ ７８９ １７ ７４. ５３６ ４４５ ６７１ ５８４ ３０

精度 真值 １０ －７ < ２５１
７２０Ｏ(ｈ５) １０ －６ < Ｏ(ｈ５)

４　 结束语

为解决球面三自由度并联机构末端构件上角锥的

瞬时定位问题ꎬ本研究采用四元数代数表示构件的有

限转动ꎬ将机构运动分析转化为求解瞬时转动四元数

算子ꎬ开展了该机构上角锥相对参考坐标系的微分转

动分析ꎮ 结果表明:
描述球面机构的旋转运动可以采用不同的运动学

参数ꎬ各种方法彼此是等价的ꎬ但却有不同的特点ꎬ其中

四元数标识的运动学方程的实质是一组 ４ 个标量线性

微分方程组ꎬ它是球面机构运动学方程的最简明形式ꎻ
得到瞬轴面轨迹方程ꎬ以其导线的曲率和挠率描述曲面

的微分几何特征ꎬ揭示机构在某一时刻微分运动的特

征ꎻ给出了满足机构初始条件的运动学基础解系ꎻ采用

四阶数值积分和数值微分求解机构运动微分方程的数

值解ꎬ两种方法均有 ４ 阶精度ꎬ但数值积分法精度略高ꎮ
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