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摘要:针对运用现有交流电机谐波电动势分布因数公式计算电动势有效值出现负值的问题ꎬ对极相组谐波合成电动势中的分布因

数进行了研究ꎮ 提出了按平移求和法则首尾相连的 ｑ 个等相位差非零相量必有外接圆的极相组相量合成新理论ꎬ应用此理论并结

合电路相量图分析法和数学完全归纳法ꎬ归纳出了一个对应于 ｖ 次谐波相邻两槽间夹角 αｖ － ２ｋπ 分别为劣角、平角和优角的 ３ 分

段新分布因数公式ꎬ并给出了 ｑ→∞的极限形式ꎻ选取三相绕组 ｑ ＝ ２ꎬ􀆺８ꎬ∞ 、截取 １ ~ １９ 次奇次谐波分别对新旧公式进行了数据验

证ꎮ 研究结果表明:新公式在计算谐波电动势分布因数时全程未出现负值ꎬ可替代现有公式并可用于谐波磁动势分布因数的计算ꎮ
关键词:谐波电动势ꎻ分布因数ꎻ相量图分析法ꎻ完全归纳法ꎻ极限分析
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０　 引 　 言

交流电机产生的谐波感应电动势ꎬ注入公用电网

后ꎬ会给电网和接在该电网的其他用电设备的运行带

来不良影响甚至危害[１]ꎮ因此在设计交流电机时ꎬ应
当根据国标中公用电网谐波电压限值的要求[２]ꎬ把感

应电动势中的谐波含量限制在一定范围内ꎮ采用短距

线圈和分布绕组能有效地改善电动势波形、抑制谐波

分量ꎬ故一般的交流绕组大多采用短距、分布绕组ꎮ谐
波电动势绕组因数 ｋｗｖ ＝ ｋｐｖ × ｋｄｖꎬ文献[３] 中已详细论

证了谐波节距因数 ｋｐｖꎬ因此ꎬ本研究将重点探讨绕组

的另一个因数:谐波电动势分布因数 ｋｄｖ(研究范围限

定为三相整数槽绕组)ꎮ
国内外学者研究分布绕组分布因数的方法主要有

两类:代数法和几何法[４￣１１]ꎮ代数法适应面广ꎬ但缺点是

不够直观ꎮ几何法的优点是直观ꎬ目前主要针对基波电

动势ꎬＫＯＳＴＥＮＫＯ Ｍ、ＣＨＡＰＭＡＮ Ｓ Ｊ、ＵＭＡＮＳ Ｓ Ｄ、汤蕴

璆提出的基波公式可以统一表述为 ｋｄ１ ＝ (ｓｉｎ(ｑα１ / ２)) /
(ｑｓｉｎ(α１ / ２))ꎬ而针对谐波电动势尚缺乏深入的研究ꎬ
现有谐波分布因数 ｋｄｖ 公式均是用 ｖα１( ＝ αｖ) 直接替

换基波公式中的 α１ 衍生而来ꎬ比如 ＫＯＳＴＥＮＫＯ Ｍ、汤
蕴璆 给 出 的 谐 波 公 式 均 可 以 表 述 为 ｋｄｖ ＝
(ｓｉｎ(ｖｑα１ / ２)) / (ｑｓｉｎ(ｖα１ / ２))ꎮ由于αｖ ＝ ｖα１ꎬ角的范

围简单扩大带来了下列两种基波计算不会出现而谐波

分布因数 ｋｄｖ 和电动势有效值计算会出现的负值问题:
(１)(αｖ / ２) ＝ (ｖα１ / ２) ∈ ((２ｋ１ ＋ １)πꎬ (２ｋ１ ＋

２)π) 且(ｑαｖ / ２) ＝ (ｖｑα１ / ２) ∉ ((２ｋ２ ＋ １)πꎬ(２ｋ２ ＋
２)π)(ｋ１ꎬｋ２ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)

(２)(αｖ / ２) ＝ (ｖα１ / ２) ∉ ((２ｋ１ ′ ＋ １)πꎬ(２ｋ１ ′ ＋
２)π) 且(ｑαｖ / ２) ＝ (ｖｑα１ / ２) ∈((２ｋ２ ′ ＋ １)πꎬ(２ｋ２ ′ ＋
２)π)(ｋ１ ′ꎬｋ２ ′ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)

例如当αｖ ＝ ｖα１ ＝ (２ｋ３ ＋ １)π(ｋ３ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺) 时ꎬ
根据现有谐波公式计算结果为ｋｄｖ ＝ (ｓｉｎ(ｑπ / ２)) / ｑꎬ当
ｑ ＝ ３ꎬ７ꎬ１１􀆺 时为负值ꎬ这其中:αｖ ＝ ３πꎬ７πꎬ１１π􀆺 属

于第(１) 种情况ꎬαｖ ＝ πꎬ５πꎬ９π􀆺 属于第(２) 种情况ꎮ
针对这一问题ꎬ本文提出应用极相组 ｑ 个等相位

差非零相量合成的新理论ꎬ提出新的谐波电动势分布

因数公式ꎮ

１　 分布绕组谐波合成电动势相量

模型

１. １　 绕组分析常用基本量

τ ＝
Ｚ１

２ｐ (１)

ｑ ＝
Ｚ１

２ｐｍ (２)

式中:ｐꎬτ— 基波的极对数、极距ꎻｑ— 每极每相槽数ꎬ
本研究中 ｑ为整数ꎻｍ—相数ꎬ本研究中ｍ ＝ ３ꎻＺ１—定

子槽数ꎮ

１. ２　 谐波磁场的性质

极对数关系: ｐｖ ＝ ｖｐ (３)

极距关系:τｖ ＝
Ｚ１

２ｐｖ
＝

Ｚ１

２ｖｐ ＝ １
ｖ ×

Ｚ１

２ｐ ＝ １
ｖ τ (４)

式中:ｐｖꎬτｖ—ｖ 次谐波的极对数、极距ꎮ
主极磁场仅含有奇次空间谐波ꎬ即 ｖ ＝ １ꎬ３ꎬ５ꎬ􀆺􀆺ꎮ

１. ３　 相合成电动势 Ｅ̇φｖ

两个线圈的基波合成节距用电角度表示ꎬ即:

γｙ ＝ ｙ
τ × １８０° (５)

式中:ｙ— 线圈基波合成节距ꎬ用槽数表示ꎮ
ｖ 次谐波的合成节距:

γｙｖ ＝ ｙ
τｖ

× １８０° ＝ ｙ
τ
ｖ

× １８０° ＝ ｖγｙ (６)

为论述方便ꎬ笔者以 Ａ相为例ꎬ把 Ｎ极下的某个极

相组(例如双层叠绕组的Ａ相带) 和 Ｓ极下的对应极相

组(例如双层叠绕组的 Ｘ 相带) 对应导体的槽距定义

为“极相组合成节距 ｙｐ”ꎬ以区别于“线圈合成节距 ｙ”ꎮ
１. ３. １　 双层叠绕组

“极相组合成节距”ｙｐ ＝ τꎬγｙｐ ＝
ｙｐ

τ × １８０° ＝

１８０°ꎬγｙｐｖ ＝ ｖγｙｐ ＝ ｖ􀅰１８０°ꎻ双层叠绕组每相有２ｐ个极

相组ꎬ每个极相组有 ｑ个线圈ꎮ设Ｅｑｖ 为一个极相组 ｖ次
谐波的合成电动势ꎬ则:
Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带ｋ) ＝ Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带１) × １∠(ｋ － １)􀅰ｖ􀅰３６０° ＝ Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带１)

(７)
Ｅ̇ｑｖ(Ｘ相带ｋ) ＝ Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带ｋ) × １∠ｖ􀅰

１８０°
ｖ 为奇数

􀪅􀪅􀪅􀪅 Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带ｋ) × １∠１８０° ＝ － Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带ｋ)

(８)
式中:ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺􀆺ꎬｐꎮ

这 ２ｐ 个极相组既可以全部串联也可以先串后并ꎬ并
联支路数设为ａꎮ由于极间连线是反接ꎬ所以一相绕组ｖ次
谐波的电动势 Ｅ̇φｖ 为(设 Ｅ̇φｖ 参考方向与 Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带１) 相同):

Ｅ̇φｖ
利用式(７ꎬ８)

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅２ｐ
ａ Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带１) (９)

１. ３. ２　 双层波绕组

每相只有 ２ 个线圈组(Ｎ 极绕组和 Ｓ 极绕组)ꎬ每
个线圈组有 ｐ 个极相组(这 ｐ 个极相组本身已串联在
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一起)ꎬ每个极相组也有 ｑ 个线圈ꎮ这 ２ 个线圈组要么

串联要么并联ꎬ支路数 ａ 最多等于 ２ꎮ由于组间连线是

反接ꎬ一相绕组 Ｅ̇φｖ(设 Ｅ̇φｖ 参考方向与 Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带１) 相同)
仍可以表达为:

Ｅ̇φｖ ＝ ２ｐ
ａ Ｅ̇ｑｖ(Ａ相带１) (１０)

１. ４　 极相组合成电动势 Ｅ̇ｑｖ

基波相邻两槽间的电角度为:

α１ ＝ ｐ × ３６０°
Ｚ１

＝

ｐ × ３６０°
(２ｐｍ)
Ｚ１

(２ｐｍ)

代入式(２)
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅１８０°

ｍｑ (１１)

ｖ 次谐波相邻两槽间的电角度为:

αｖ ＝
ｐｖ × ３６０°

Ｚ１
＝ (ｖｐ) × ３６０°

Ｚ１
＝ ｖα１ ＝ ｖ􀅰１８０°

ｍｑ
(１２)

由于一个极相组由 ｑ 个线圈串联组成ꎬ每个线圈 ｖ
次谐波的电动势有效值 Ｅｃｖ 均相等ꎬ但相位均相差 αｖ

角ꎬ极相组的 ｖ 次谐波合成电动势 Ｅ̇ｑｖ 应为这 ｑ 个线圈

的 ｖ 次谐波电动势相量的相量和ꎬ即:
Ｅ̇ｑｖ ＝ Ｅｃｖ∠０° ＋ Ｅｃｖ∠αｖ ＋ 􀆺 ＋ Ｅｃｖ∠(ｑ － １)􀅰αｖ ＝

Ｅｃｖ∠０° ＋ Ｅｃｖ∠ｖα１ ＋ 􀆺 ＋ Ｅｃｖ∠(ｑ － １)􀅰ｖα１

(１３)
显然ꎬ只要能从(１３) 式中计算出一个极相组的合

成电动势 Ｅ̇ｑｖꎬ利用式(９) 或式(１０) 即可算出一相的合

成电动势 Ｅ̇φｖꎮ因此ꎬ下面将重点对一个极相组 ｖ 次谐

波电动势的相量合成过程进行分析ꎮ

２　 极相组谐波电动势相量合成分析

２. １　 相邻两槽间电角度 αｖ 的区间划分

由(１１) 式知ꎬ０ < α１ ＝ π / (ｍｑ) ≤π(这里ｍ≥１ꎬ
ｑ≥１ꎬ且ｍ、ｑ均为整数)ꎬ因此根据式(１２) 有:０ < αｖ ＝
ｖα１ ≤ ｖπꎮ值得注意的是ꎬｖ 的奇数性使得 αｖ 在(０ꎬｖπ]
内存在下列 ３ 类奇点:

(１) 周角的全部点:若奇数 ｖ 能被 ｍｑ 整除ꎬ 则

ｖ / (ｍｑ) 必不为偶数ꎬ因此 αｖ ＝ ｖπ / (ｍｑ) ≠(２ｋ ＋ ２)πꎬ
即 αｖ － ２ｋπ ≠２πꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺 且 ２ｋ ＋ ３ ≤ ｖꎻ

(２) 劣角的部分点:αｖ ≠[２ｋ ＋ (２ｌ１ / ｑ)]πꎬ即 αｖ －
２ｋπ ≠ (２ｌ１ / ｑ)πꎬｌ１ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺 且 ｑ > ２ｌ１ꎻｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ
􀆺 且 ２ｋ ＋ １ ≤ ｖ(证明见 ２. ３. １ 节情形四)ꎻ

(３) 优角的部分点:αｖ ≠[２ｋ ＋ ２ － (２ｌ２ / ｑ)]πꎬ即
αｖ － ２ｋπ ≠２π － (２ｌ２ / ｑ)πꎬｌ２ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺 且 ｑ > ２ｌ２ꎻ
ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺 且 ２ｋ ＋ ３ ≤ ｖ(证明类同于劣角ꎬ从略)ꎮ

因此ꎬαｖ 在(０ꎬｖπ] 内除去上述三类奇点外的任何

区间均有可能ꎮ随(αｖ － ２ｋπ) 与π大小关系的不同ꎬ极
相组 ｑ 个线圈 ｖ 次谐波电动势相量在相量图中按平移

求和法则的走向亦不同ꎮ为此ꎬ笔者把(０ꎬｖπ] 划分为３
部分区间(或点)ꎬ即:

(１) 劣角(除去部分奇点):２ｋπ < αｖ < (２ｋ ＋ １)πꎬ
即 ０ < αｖ － ２ｋπ < πꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺 且 ２ｋ ＋ １ ≤ ｖꎻ

(２) 平角:αｖ ＝ (２ｋ ＋ １)πꎬ即 αｖ － ２ｋπ ＝ πꎬｋ ＝
０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺 且 ２ｋ ＋ １ ≤ ｖꎻ

(３) 优角(除去部分奇点):(２ｋ ＋ １)π < αｖ < (２ｋ ＋
２)πꎬ即π < αｖ － ２ｋπ < ２πꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且２ｋ ＋ ３ ≤ ｖꎻ

按首尾相连原则作出的相量示意图如图 １ 所示ꎮ

(ａ)２ｋπ < αｖ < (２ｋ ＋ １)π 情形ꎬ

ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且 ２ｋ ＋ １ ≤ ｖ

(ｂ)αｖ ＝ (２ｋ ＋ １)π 情形ꎬ

ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且 ２ｋ ＋ １ ≤ ｖ

(ｃ)(２ｋ ＋ １)π < αｖ < (２ｋ ＋ ２)π 情形ꎬ

ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且 ２ｋ ＋ ３ ≤ ｖ
图 １　 ｖ 次谐波相邻两槽间电角度的区间划分

２. ２　 极相组相量合成新理论

国内外学者之前的理论是“极相组 ｑ 个电动势相量

大小相等ꎬ又依次移过 α１ 电角度ꎬ因此相加之后构成了正

多边形的一部分ꎬ而正多边形必有外接圆”ꎬ这可以从

３６０° / α１ ＝ ３６０° / (１８０° / (ｍｑ)) ＝ ２ｍｑ 恰好为整数边得到

解释ꎮ
但是ꎬｑ 个相量两两之间相位差从基波 α１ ＝

１８０° / (ｍｑ) 扩大到 ｖ次谐波αｖ ＝ ｖ􀅰１８０° / (ｍｑ) 后ꎬｖ的奇

数性造成了３６０° / (ｖ􀅰１８０° / (ｍｑ)) 不能确保为整数ꎬ即不

一定能构成正多边形ꎮ
笔者提出如下结论:ｑ个非零相量ꎬ若每个相量的相

位彼此均相差 αｖ 角ꎬαｖ － ２ｋπ ∈ (０ꎬ２π) 且αｖ － ２ｋπ ≠
π(ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)ꎬ则无论 αｖ － ２ｋπ 为劣角[即 αｖ －
２ｋπ ∈ (０ꎬπ)]ꎬ还是 αｖ － ２ｋπ 为优角[即 αｖ － ２ｋπ ∈
(πꎬ２π)]ꎬ这 ｑ 个相量按平移求和法则首尾相连后必

有外接圆:当 αｖ － ２ｋπ为劣角时ꎬ每个相量对应的圆心

角均为 αｖ － ２ｋπꎬ如图 ２(ａ) 所示ꎻ当 αｖ － ２ｋπ 为优角

时ꎬ每个相量对应的圆心角均为(２ｋ ＋ ２)π － αｖꎬ如图

２(ｂ) 所示ꎮ
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(ａ)αｖ － ２ｋ􀅰１８０° 为劣角时的情形

(ｂ)αｖ － ２ｋ􀅰１８０° 为优角时的情形

图 ２　 极相组 ｖ 次谐波电动势相量合成的几何原理

图 ２(ａꎬｂ) 分别以 ｖ ＝ ３ꎬｑ ＝ ４ꎬαｖ － ２ｋπ ＝ π / ４ 和

ｖ ＝ １３ꎬｑ ＝ ３ꎬαｖ － ２ｋπ ＝ １３π / ９ 为例绘制ꎮ
证明:(１) 当 αｖ － ２ｋπ 为劣角时ꎬ即 αｖ － ２ｋπ ∈

(０ꎬπ)ꎬ则∠ＡＢＣ ＝ π － (αｖ － ２ｋπ) ∈(０ꎬπ)ꎬ因此点

Ａ、Ｂ、Ｃ不共线ꎬ如图２(ａ) 所示ꎻ当 αｖ － ２ｋπ为优角时ꎬ
即 αｖ － ２ｋπ∈(πꎬ２π)ꎬ则∠ＡＢＣ ＝ (αｖ － ２ｋπ) － π ∈
(０ꎬπ)ꎬ因此点 Ａ、Ｂ、Ｃ 不共线ꎬ如图 ２(ｂ) 所示ꎮ

过不共线３点Ａ、Ｂ、Ｃ作☉Ｏꎬ连接ＯＡ、ＯＢ、ＯＣ、ＯＤ:

ＯＢ ＝ ＯＣ⇒∠ＯＢＣ ＝ ∠ＯＣＢ
∠ＡＢＣ ＝ ∠ＢＣＤ ＝ π － (αｖ － ２ｋπ)}⇒∠ＯＢＡ ＝ ∠ＯＣＤ

ＯＢ ＝ ＯＣ
ＢＡ ＝ ＣＤ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

⇒△ＯＢＡ ≌ △ＯＣＤ⇒ＯＡ ＝ ＯＤ⇒ 点 Ｄ 在 ☉Ｏ 上ꎮ
同理ꎬ点 Ｅ、Ｆ、Ｇ􀆺(如果有的话) 在 ☉Ｏ 上ꎮ
亦即 ｑ 个等相位差且相位差不为(２ｋ ＋ １)π 的非

零相量按平移求和法则首尾相连后必有外接圆ꎮ
(２) 易知每个相量和圆心 Ｏ 所形成的三角形均为

等腰三角形ꎬ根据三角形全等 ＳＳＳ 公理ꎬ这些三角形又

是全等三角形ꎬ如图 ２ 所示ꎮ所以 ∠ＯＡＢ ＝ ∠ＯＢＡ ＝
∠ＯＢＣ ＝ β

∠ＯＢＡ ＋ ∠ＯＢＣ ＋ ∠Ｂ′ＢＣ ＝ ２β ＋ ∠Ｂ′ＢＣ ＝ π
∠ＯＡＢ ＋ ∠ＯＢＡ ＋ ∠ＡＯＢ ＝ ２β ＋ ∠ＡＯＢ ＝ π }

⇒∠Ｂ′ＢＣ ＝ ∠ＡＯＢ(相量对应的圆心角)ꎮ
当 αｖ － ２ｋπ为劣角时ꎬ∠Ｂ′ＢＣ ＝ αｖ － ２ｋπꎬ亦即每

个相量对应的圆心角均为αｖ － ２ｋπꎻ当αｖ － ２ｋπ为优角

时ꎬ∠Ｂ′ＢＣ ＝ ２π － (αｖ － ２ｋπ) ＝ (２ｋ ＋ ２)π － αｖꎬ亦
即每个相量对应的圆心角均为(２ｋ ＋ ２)π － αｖꎮ证毕ꎮ

２. ３　 相量合成研究

下面应用相量合成新理论ꎬ并划分区间分别探讨

极相组 ｑ 个线圈 ｖ 次谐波电动势的相量合成:
(１) 相邻两槽间两个线圈 ｖ次谐波电动势相量限定

为(０ꎬ２π) 的相位差 αｖ － ２ｋπ 是劣角、平角还是优角ꎻ
(２) 当αｖ － ２ｋπ为劣角时ꎬ极相组 ｑ个线圈 ｖ次谐波

电动势所对圆心角的总和 ｑ(αｖ － ２ｋπ) 的角度区间ꎻ当
αｖ －２ｋπ为优角时ꎬ同样圆心角的总和 ｑ[(２ｋ ＋ ２)π － αｖ]
的角度区间ꎻ当 αｖ － ２ｋπ 为平角时ꎬ则不划分子区间ꎮ
２. ３. １　 αｖ － ２ｋπ 为劣角的情形

此时０ < αｖ －２ｋπ < π(ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)ꎬ分别讨论如下:
情形一:若０ < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < πꎬ即０ < αｖ － ２ｋπ <

π / ｑꎬ如图３ 所示(图中 ｖ ＝ ３ꎬｑ ＝ ２ꎬαｖ － ２ｋπ ＝ π / ６)ꎮ

图 ３　 ０° < αｖ － ２ｋ􀅰１８０° < １８０° 且 ０° < ｑ

(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) < １８０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

性质判定:αｖ － ２ｋπ 当 ｑ ≥２ 时只能为锐角ꎮ
合成过程分析:由 ２. ２ 节知ꎬｑ 个等相位差的线圈 ｖ

次谐波电动势非零相量首尾相连后必有外接圆ꎬ画出此

外接圆ꎬ并确定圆心 Ｏꎮ每个线圈对应相量所对的圆心

角均为 αｖ － ２ｋπꎻｑ个线圈的合成电动势 Ｅ̇ｑｖ 所对圆心角

为 ｑ(αｖ － ２ｋπ)ꎬ因此ꎬｑ 个线圈合成电动势有效值为:

Ｅｑｖ ＝ ２Ｒｖｓｉｎ
ｑ(αｖ － ２ｋπ)

２ ＝ ( － １) ｑｋ２Ｒｖｓｉｎ
ｑαｖ

２
(１４)

式中:Ｒｖ— 外接圆的半径ꎬＲｖ ＝
Ｅｃｖ

２ｓｉｎ (αｖ － ２ｋπ)
２[ ]

＝

Ｅｃｖ

( － １) ｋ２ｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(１５)

将 Ｒｖ 代入式(１４)ꎬ可得:

Ｅｑｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋＥｃｖ

ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

＝

ｑＥｃｖ ( － １) (ｑ－１)ｋ
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ ｑＥｃｖｋｄｖ (１６)
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式中:ｑＥｃｖ—ｑ 个线圈 ｖ 次谐波电动势的代数和ꎻｋｄｖ—
绕组的 ｖ 次谐波分布因数ꎮ

ｋｄｖ 为:

ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(１７)

由于Ｎｃ 匝短距线圈 ｖ次谐波电动势的有效值Ｅｃｖ ＝
４. ４４ｆｖＮｃΦｖｋｐｖ(参见文献[３])ꎬ将其代入式(１６)ꎬ可得

极相组 ｖ 次谐波电动势有效值:
Ｅｑｖ ＝ ４. ４４ｆｖ(ｑＮｃ)Φｖｋｐｖｋｄｖ ＝ ４. ４４ｆｖ(ｑＮｃ)Φｖｋｗｖ

(１８)
式中:ｑＮｃ—ｑ个线圈的总串联匝数ꎻｋｗｖ—整个绕组的 ｖ
次谐波绕组因数ꎬｋｗｖ ＝ ｋｐｖ × ｋｄｖꎮ

情形二: 若 ｑ(αｖ － ２ｋπ) ＝ πꎬ 即 αｖ ＝ ２ｋπ ＋
(１ / ｑ)πꎬ如图 ４ 所示(图中 ｖ ＝ １５ꎬｑ ＝ ２ꎬαｖ － ２ｋπ ＝
π / ２)ꎮ

图 ４　 ０° < αｖ － ２ｋ􀅰１８０° < １８０° 且

ｑ(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) ＝ １８０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

性质判定:(１)ｑ ≥２ꎻ(２)αｖ － ２ｋπ 可为锐角[ｑ ≥
３ꎬ如图 ２(ａ) 所示] 和直角(ｑ ＝ ２)ꎮ

合成过程分析ꎬ合成电动势有效值为:

Ｅｑｖ ＝ ２Ｒｖ
代入式(１５)

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅
Ｅｃｖ

( － １) ｋｓｉｎ ｋπ ＋ π
２ｑ( )

＝ ｑＥｃｖ􀅰

１
ｑｓｉｎ π

２ｑ( )
ꎬ即:

ｋｄｖ ＝ １
ｑｓｉｎ π

２ｑ( )
(１９)

验证式(１７) 对情形二的适用性:将 αｖ ＝ ２ｋπ ＋
(１ / ｑ)π 代入式(１７)ꎬ有:

ｋｄｖ ＝ (－１)(ｑ－１)ｋ ｓｉｎ[ｑｋπ ＋ (１/ ２)π]
ｑｓｉｎ[ｋπ ＋ (１/ ２ｑ)π] ＝ １

ｑｓｉｎ[(１/ ２ｑ)π]
结论:适用ꎮ
情形三:若 π < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < ２πꎬ即 π / ｑ < αｖ －

２ｋπ < ２π / ｑꎬ如图５所示(图中 ｖ ＝ ５ꎬｑ ＝ ４ꎬαｖ － ２ｋπ ＝
５π / １２)ꎮ

图 ５　 ０° < αｖ － ２ｋ􀅰１８０° < １８０° 且 １８０° < ｑ

(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) < ３６０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

　 　 性质判定:(１)ｑ≥２ꎻ(２)αｖ － ２ｋπ可为锐角(ｑ≥
４) 和钝角(ｑ ＝ ２ꎬ３)ꎮ

合成过程分析ꎬ合成电动势有效值为:

Ｅｑｖ ＝ ２Ｒｖｓｉｎ
２π － ｑ(αｖ － ２ｋπ)

２
代入式(１５)

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅

２Ｅｃｖｓｉｎ (ｑｋ ＋ １)π －
ｑαｖ

２[ ]

(－ １)ｋ２ｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

＝ ｑＥｃｖ (－ １)(ｑ－１)ｋ
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬ

即:

ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(２０)

情形四:若 ｑ(αｖ － ２ｋπ) ＝ ２π(此时必有 ｑ > ２)ꎬ
即αｖ ＝ ２ｋπ ＋ (２ / ｑ)πꎬ属于 ２. １ 节所述劣角中的奇点

情形ꎬ因此这种情形不存在ꎮ下面用反证法证明一般结

论ꎬ即:
ｑ(αｖ － ２ｋπ) ≠ ２ｌ１πꎬ或 αｖ － ２ｋπ ≠ (２ｌ１ / ｑ)πꎬ

ｌ１ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺 且 ｑ > ２ｌ１ (２１)
证明:假设αｖ － ２ｋπ ＝ (２ｌ１ / ｑ)πꎬ∵ ０ < αｖ － ２ｋπ <

πꎬ即 ０ < (２ｌ１ / ｑ)π < πꎬ∴ ０ < ２ｌ１ < ｑ
又 αｖ － ２ｋπ ＝ ｖπ / (ｍｑ) － ２ｋπꎬ∴ ｖπ / (ｍｑ) － ２ｋπ ＝

(２ｌ１ / ｑ)πꎬ即 ｖ ＝ ２ｋｍｑ ＋ ２ｌ１ｍ为偶数ꎬ这与 ｖ为奇数矛

盾ꎬ故假设不成立ꎬ式(２１) 成立ꎮ证毕ꎮ
情形五:若 ２π < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < ３πꎬ即２π / ｑ < αｖ －

２ｋπ < ３π / ｑꎬ如图 ６(ａ ~ ｃ) 所示[图中分别为 ｖ ＝ ７ꎬ
ｑ ＝ ３ꎬαｖ － ２ｋπ ＝ ７π / ９ꎻｖ ＝ ７ꎬｑ≡７ꎬαｖ － ２ｋπ≡π / ３ꎻ
ｖ ＝ ７ꎬｑ ＝ ８ꎬαｖ － ２ｋπ ＝ ７π / ２４]ꎮ

(ａ)(ｑ － １)(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) < ３６０° 情形
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(ｂ)(ｑ － １)(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) ＝ ３６０° 情形

(ｃ)(ｑ － １)(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) > ３６０° 情形

图 ６　 ０° < αｖ － ２ｋ􀅰１８０° < １８０° 且 ３６０° < ｑ

(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) < ５４０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

图６(ａ) 中Ｅｑｖ 求解三角形为△ＡＯＤꎬ图６(ｂ) 中为

△ＡＯＨꎬ图 ６(ｃ) 中为 △ＡＯＩꎮ
性质判定:(１)ｑ≥３ꎻ(２)ｑ(αｖ －２ｋπ) －２π∈(０ꎬπ)ꎮ
(ａ) 若(ｑ － １)(αｖ － ２ｋπ) < ２πꎬ必有π / (ｑ － １) <

αｖ － ２ｋπ < ２π / (ｑ － １)ꎮ

性质判定:(１) ２π
ｑ < αｖ －２ｋπ < ２π

ｑ － １ꎻ(２)ｍ ＝ ３时ꎬ

ｑ≤６ꎻ(３)αｖ －２ｋπ可为锐角(ｑ ＝ ５ꎬ６)和钝角(ｑ ＝ ３ꎬ４)ꎮ
(ｂ) 若(ｑ － １)(αｖ － ２ｋπ) ＝ ２πꎬ即 αｖ － ２ｋπ ＝

２π / (ｑ － １)
性质判定:ｍ ＝ ３时ꎬｑ≡７ꎬ此时 ｖ ＝ ７(６ｋ ＋ １)ꎬαｖ －

２ｋπ ≡π / ３(锐角)ꎮ
(ｃ) 若(ｑ － １)(αｖ － ２ｋπ) > ２πꎬ必有２π / (ｑ － １) <

αｖ － ２ｋπ < ３π / (ｑ － １)

性质判定:(１) ２π
ｑ － １ < αｖ － ２ｋπ < ３π

ｑ ꎻ(２)ｍ ＝ ３

时ꎬｑ ≥８ꎻ(３)αｖ － ２ｋπ 只能为锐角ꎮ
图６(ａ ~ ｃ)合成过程分析:当２π < ｑ(αｖ －２ｋπ) <

３π 时ꎬ无论(ｑ － １)(αｖ － ２ｋπ) < ２π、 ＝ ２π、 > ２πꎬ合
成电动势有效值可以统一计算:

Ｅｑｖ ＝ ２Ｒｖｓｉｎ
ｑ(αｖ － ２ｋπ) － ２π

２
代入式(１５)

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅

－
２Ｅｃｖｓｉｎ[(ｑｋ ＋１)π － ｑαｖ / ２]

(－１)ｋ２ｓｉｎ(αｖ / ２)
＝ ｑＥｃｖ (－１)(ｑ－１)ｋ＋１ ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)

ｑｓｉｎ(αｖ / ２)
[ ]ꎬ

即:

ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ＋１ ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

(２２)

情形六:若ｑ(αｖ －２ｋπ) ＝ ３πꎬ即αｖ ＝ ２ｋπ ＋ (３ / ｑ)πꎬ
如图７ 所示(图中 ｖ ＝ ９ꎬｑ ＝ ４ꎬαｖ － ２ｋπ ＝ ３π / ４)ꎮ

图 ７　 ０° < αｖ － ２ｋ􀅰１８０° < １８０° 且

ｑ(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) ＝ ５４０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

性质判定:(１)ｑ ≥４ꎻ(２)αｖ － ２ｋπ 可为锐角(ｑ ≥
７)、直角(ｑ ＝ ６) 和钝角(ｑ ＝ ４ꎬ５)ꎮ

合成过程分析ꎬ合成电动势有效值:

Ｅｑｖ ＝ ２Ｒｖ
代入式(１５)

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅
Ｅｃｖ

( － １)ｋｓｉｎ[ｋπ ＋ (３ / ２ｑ)π]
＝

ｑＥｃｖ􀅰
１

ｑｓｉｎ[(３ / ２ｑ)π]ꎬ即

ｋｄｖ ＝ １
ｑｓｉｎ[(３ / ２ｑ)π] (２３)

验证式(２２) 对情形六的适用性:将 αｖ ＝ ２ｋπ ＋
(３ / ｑ)π 代入式(２２)ꎬ有:

ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ＋１ ｓｉｎ[ｑｋπ ＋ (３ / ２)π]
ｑｓｉｎ[ｋπ ＋ (３ / ２ｑ)π] ＝

１
ｑｓｉｎ[(３ / ２ｑ)π]ꎬ结论:适用ꎮ

情形七:若 ３π < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < ４πꎬ即３π / ｑ < αｖ －
２ｋπ < ４π / ｑꎬ如图 ８ 所示(图中 ｖ ＝ １１ꎬｑ ＝ ６ꎬαｖ － ２ｋπ
＝ １１π / １８)ꎮ

图 ８　 ０° < αｖ － ２ｋ􀅰１８０° < １８０° 且 ５４０° < ｑ

(αｖ － ２ｋ􀅰１８０°) < ７２０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

性质判定:(１)ｑ ≥４ꎻ(２)αｖ － ２ｋπ 可为锐角(ｑ ≥
８) 和钝角(ｑ ＝ ４ꎬ５ꎬ６ꎬ７)ꎮ

合成过程分析ꎬ合成电动势有效值:

Ｅｑｖ ＝ ２Ｒｖｓｉｎ
４π － ｑ(αｖ － ２ｋπ)

２
代入式(１５)

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅

２Ｅｃｖｓｉｎ (ｑｋ ＋２)π －
ｑαｖ

２[ ]

(－１)ｋ２ｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

＝ ｑＥｃｖ (－１)(ｑ－１)ｋ＋１
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬ
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即

ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ＋１
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(２４)

情形八:若 ｑ(αｖ － ２ｋπ) ＝ ４π(此时必有 ｑ > ４)ꎬ
即 αｖ ＝ ２ｋπ ＋ (４ / ｑ)πꎬ属于 ２. １ 节所述劣角中的奇点

情形ꎬ因此这种情形不存在ꎮ
【ｋｄｖ 表达式归纳】:当 ０ < αｖ － ２ｋπ < π 时ꎬ
若 ０ < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < ２πꎬ则 ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ􀅰

ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

(情形 ① ~ ④)ꎻ

若 ２π < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < ４πꎬ则 ｋｄｖ ＝ ( － １)(ｑ－１)ｋ＋１􀅰
ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

(情形 ⑤ ~ ⑧)ꎻ

同理可证ꎬ若 ４π < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < ６πꎬ则 ｋｄｖ ＝

( － １) (ｑ－１)ｋ＋２ ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

􀆺􀆺
依次类推ꎬ可证得:若２ｎπ < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < (２ｎ ＋

２)πꎬ则 ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ＋ｎ
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(２５)

式中:ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且２ｋ ＋ １ ≤ ｖꎻｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且２ｋ ＋
(２ｎ ＋ ２) / ｑ ≤ ｖꎮ
２. ３. ２　 αｖ － ２ｋπ 为优角的情形

此时 π < αｖ － ２ｋπ < ２π(ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)ꎬ则每个

线圈 ｖ次谐波电动势相量所对圆心角均为(２ｋ ＋ ２)π －
αｖ ∈ (０ꎬπ)ꎬ采用与 ２. ３. １ 节相同的方法可证得:

当π < αｖ － ２ｋπ < ２π时ꎬ若２ｎ′π < ｑ[(２ｋ ＋ ２)π －
αｖ] < (２ｎ′ ＋ ２)πꎬ则:

ｋｄｖ ＝ ( － １) (ｑ－１)(ｋ＋１) －ｎ′ ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(２６)

式中:ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且２ｋ ＋ ３≤ ｖꎻｎ′ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且２ｋ ＋
２ － ２ｎ′ / ｑ ≤ ｖꎮ
２. ３. ３　 αｖ － ２ｋπ 为平角的情形

此时 αｖ － ２ｋπ ＝ π 或 αｖ ＝ (２ｋ ＋ １)π(ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ
２ꎬ􀆺)ꎬ如图 ９ 所示ꎮ

图 ９　 αｖ － ２ｋ􀅰１８０° ＝ １８０° 时的 Ｅ̇ｑｖ

性质判定:∵ αｖ ＝ ｖπ / (ｍｑ) ＝ (２ｋ ＋ １)πꎬ即奇数

ｖ 能被 ｍｑ 整除ꎬ∴ ｑ 必为奇数ꎮ
合成过程分析:合成电动势有效值 Ｅｑｖ ＝ Ｅｃｖ ＝

ｑＥｃｖ􀅰
１
ｑ ꎬ即 ｋｄｖ ＝ １

ｑ (２７)

３　 新旧分布因数公式的对比与验证

３. １　 新旧公式对比

现有的谐波电动势分布因数公式为:

ｋｄｖ ＝
ｓｉｎ ｑαｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ αｖ

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

＝
ｓｉｎ ｖｑα１

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｑｓｉｎ ｖα１

２
æ
è
ç

ö
ø
÷

(２８)

不难发现:当(２ｋ１ ＋ １)π <
ｖｑα１

２ < (２ｋ１ ＋ ２)π 和

(２ｋ２ ＋ １)π <
ｖα１

２ < (２ｋ２ ＋ ２)π(ｋ１ꎬｋ２ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺) 两

个不等式中有且仅有一个成立时ꎬ运用上式计算时结果

为负ꎮ因 ｋｄｖ 出现负值(ｆｖ、Ｎｃ、Φｖ 不会出现负值)ꎬ用极相

组 ｖ 次谐波电动势有效值 Ｅｑｖ 计算式(１８)ꎬ计算时结果

必为负(这是不可能的)ꎮ因此ꎬ现有公式存在明显的缺

陷ꎬ如不加辨别ꎬ直接代入分布绕组相电动势和线电动

势的相量计算ꎬ会出现与实际相位反相的严重错误ꎮ
为此ꎬ经过详细分析并经完全归纳ꎬ可得出了新的

谐波电动势分布因数公式:

ｋｄｖ

＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ＋ｎ
ｓｉｎ ｑαｖ

２( )
ｑｓｉｎ αｖ

２( )
＝ ( － １) (ｑ－１)ｋ＋ｎ

ｓｉｎ ｖｑα１

２( )
ｑｓｉｎ ｖα１

２( )
式中:２ｋπ < αｖ < (２ｋ ＋ １)πꎬ即 αｖ － ２ｋπ 为劣角ꎬ
ｎ 依下式确定:２ｎπ < ｑ(αｖ － ２ｋπ) < (２ｎ ＋ ２)πꎻ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ １
ｑ

式中:αｖ ＝ (２ｋ ＋ １)πꎬ即 αｖ － ２ｋπ 为平角ꎬ且 ｑ 只

为奇数ꎻ

＝ (－ １)(ｑ－１)(ｋ＋１)－ｎ′
ｓｉｎ ｑαｖ

２( )
ｑｓｉｎ αｖ

２( )
＝ (－ １)(ｑ－１)(ｋ＋１)－ｎ′

ｓｉｎ ｖｑα１

２( )
ｑｓｉｎ ｖα１

２( )
式中:(２ｋ ＋ １)π < αｖ < (２ｋ ＋ ２)πꎬ即 αｖ － ２ｋπ 为

优角ꎬｎ′依下式确定:２ｎ′π < ｑ[(２ｋ ＋ ２)π － αｖ] <
(２ｎ′ ＋ ２)πꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２９)
式中:ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎻｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺且２ｋ ＋ (２ｎ ＋ ２) / ｑ≤
ｖꎻｎ′ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺 且 ２ｋ ＋ ２ － ２ｎ′ / ｑ ≤ ｖꎮ

３. ２　 新旧公式 ｑ → ∞ 时的形式比较

ｍ ＝ ３ 时ꎬαｖ ＝ ｖπ / (ｍｑ) ＝ ｖπ / (３ｑ)ꎬαｖ / ２ ＝

ｖπ / (６ｑ)ꎻ当 ｑ → ∞ 时ꎬ此时 ｖπ / (６ｑ) → ０ꎬ有:

(ａ) ｌｉｍ
ｑ→∞

αｖ ＝ ｌｉｍ
ｑ→∞

ｖπ
３ｑ ＝ ０ꎬ
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(ｂ) ｌｉｍ
ｖπ / (６ｑ)→０

ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

＝ ｌｉｍ
ｖπ / (６ｑ)→０

ｓｉｎ(ｖπ / ６)
ｑｓｉｎ(ｖπ / ６ｑ) ＝

ｓｉｎ(ｖπ / ６)
ｖπ / ６ ꎬ

由(ａ) 可知:当 ｑ → ∞ 时 αｖ 无限趋近于 ０ 但 αｖ >
０ꎬ依据新的分布因数公式(２９) 劣角分支ꎬ有:ｋ≡０ꎬｎ依

下式确定:２ｎπ < ｖπ / ３ < (２ｎ ＋ ２)πꎬ所以当 ｑ→∞ 时ꎬ

新的分布因数公式形式为:ｌｉｍ
ｑ→∞

ｋｄｖ
ｋ ≡０
􀪅􀪅

ｌｉｍ
ｖπ / (６ｑ)→０

( － １) ｎ ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

＝ ( － １) ｎ ｓｉｎ(ｖπ / ６)
ｖπ / ６ ꎻ

现有分布因数公式形式为:ｌｉｍ
ｑ→∞

ｋｄｖ ＝

ｌｉｍ
ｖπ / (６ｑ)→０

ｓｉｎ(ｑαｖ / ２)
ｑｓｉｎ(αｖ / ２)

＝ ｓｉｎ(ｖπ / ６)
ｖπ / ６

３. ３　 新旧公式验证

运用现有与新的分布因数公式计算三相绕组 ｋｄｖ 的
结果分别如表(１ꎬ２) 所示ꎮ

表 １　 现有分布因数公式 ｋｄｖ 计算值

谐波次数 ｖ
每极每相槽数 ｑ

２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ∞
１ ０. ９６６ ０. ９６０ ０. ９５８ ０. ９５７ ０. ９５６ ０. ９５６ ０. ９５６ ０. ９５５
３ ０. ７０７ ０. ６６７ ０. ６５３ ０. ６４７ ０. ６４４ ０. ６４２ ０. ６４１ ０. ６３７
５ ０. ２５９ ０. ２１８ ０. ２０５ ０. ２００ ０. １９７ ０. １９６ ０. １９４ ０. １９１
７ － ０. ２５９ － ０. １７７ － ０. １５８ － ０. １４９ － ０. １４５ － ０. １４３ － ０. １４１ － ０. １３６
９ － ０. ７０７ － ０. ３３３ － ０. ２７１ － ０. ２４７ － ０. ２３６ － ０. ２２９ － ０. ２２５ － ０. ２１２
１１ － ０. ９６６ － ０. １７７ － ０. １２６ － ０. １０９ － ０. １０２ － ０. ０９７ － ０. ０９５ － ０. ０８７
１３ － ０. ９６６ ０. ２１８ ０. １２６ ０. １０２ ０. ０９２ ０. ０８６ ０. ０８３ ０. ０７３
１５ － ０. ７０７ ０. ６６７ ０. ２７１ ０. ２００ ０. １７３ ０. １５９ ０. １５０ ０. １２７
１７ － ０. ２５９ ０. ９６０ ０. １５８ ０. １０２ ０. ０８４ ０. ０７５ ０. ０７０ ０. ０５６
１９ ０. ２５９ ０. ９６０ － ０. ２０５ － ０. １０９ － ０. ０８４ － ０. ０７２ － ０. ０６６ － ０. ０５０

表 ２　 新的分布因数公式 ｋｄｖ 计算值

谐波次数 ｖ
每极每相槽数 ｑ

２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ∞

１ ０. ９６６ ０. ９６０ ０. ９５８ ０. ９５７ ０. ９５６ ０. ９５６ ０. ９５６ ０. ９５５
ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ０

３ ０.７０７ ０.６６７ ０.６５３ ０.６４７ ０.６４４ ０.６４２ ０.６４１ ０.６３７
ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ０

５ ０.２５９ ０.２１８ ０.２０５ ０.２００ ０.１９７ ０.１９６ ０.１９４ ０.１９１
ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ０ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ０

７ ０.２５９∗ ０.１７７ ０.１５８ ０.１４９ ０.１４５ ０.１４３ ０.１４１ ０.１３６
ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ １

９ ０.７０７∗ ０.３３３∗∗ ０.２７１ ０.２４７ ０.２３６ ０.２２９ ０.２２５ ０.２１２
ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬ不算 ｎ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ １

１１ ０.９６６∗ ０.１７７∗ ０.１２６ ０.１０９ ０.１０２ ０.０９７ ０.０９５ ０.０８７
ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ １ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ １

１３ ０.９６６ ０.２１８∗ ０.１２６∗ ０.１０２ ０.０９２ ０.０８６ ０.０８３ ０.０７３
ｋ ＝ １ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ２

１５ ０.７０７ ０.６６７∗ ０.２７１∗ ０.２００∗∗ ０.１７３ ０.１５９ ０.１５０ ０.１２７
ｋ ＝ １ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬ不算 ｎ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ２

１７ ０.２５９ ０.９６０∗ ０.１５８∗ ０.１０２∗ ０.０８４ ０.０７５ ０.０７０ ０.０５６
ｋ ＝ １ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ２ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ２

１９ ０.２５９∗ ０.９６０ ０.２０５∗ ０.１０９∗ ０.０８４∗ ０.０７２ ０.０６６ ０.０５０
ｋ ＝ １ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ １ꎬｎ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ０ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ １ ｋ ＝ ０ꎬｎ′ ＝ ２ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ３ ｋ ＝ ０ꎬｎ ＝ ３ ｋ ≡０ꎬｎ ＝ ３

　 　 １. 考虑到一些同步发电机空载电动势波形含有一定分量的 １７ 次和 １９ 次谐波ꎬ表中谐波次数 ｖ取到 １９ꎻ２. 表 ２ 中标 ∗ 者为公式

(２９) 优角分支计算值ꎬ标 ∗∗ 者为平角分支计算值ꎬ其余为劣角分支计算值

　 　 从表 １ 和表 ２ 的计算结果对比可知:当 ｖ ≥ ７ 之

后ꎬ现有公式节距因数均出现了负值ꎬ而新的公式则全

程未出现负值ꎬ后续计算电动势有效值时亦不会为负ꎬ
符合实际ꎮ

４　 结束语
针对现有谐波电动势分布因数公式计算电动势有

效值出现负值的问题ꎬ本文首先建立了分布绕组谐波

合成电动势相量模型ꎬ根据谐波为奇次的特点提出了

极相组相量合成几何原理的新理论ꎬ划分区间明确奇

点后ꎬ应用该理论ꎬ并通过相量图分析ꎬ研究了 ｖ 次谐

波相邻两槽间夹角 αｖ － ２ｋπ 分别为劣角、平角和优角

时极相组 ｑ 个线圈谐波电动势的相量合成(主要关注

合成电动势中的分布因数)ꎬ通过完全归纳ꎬ提出了一

􀅰２９０１􀅰 机　 　 电　 　 工　 　 程 第 ３５ 卷



个对应于 αｖ － ２ｋπ 分别为劣角、平角和优角的 ３ 分段

新分布因数公式ꎬ并给出了 ｑ → ∞ 的极限形式ꎻ其次ꎬ
选取了三相绕组 ｑ ＝ ２ꎬ􀆺８ꎬ∞ 分别对新旧公式各次谐

波进行了数据验证ꎬ考虑到一些同步发电机空载电动

势波形含有一定分量的１７次和１９次谐波ꎬ验证时截取

了 １ ~ １９ 次奇次谐波ꎮ
验证结果表明:与现有公式当 ｖ≥７之后均出现负

值不同ꎬ新的公式全程未出现负值ꎬ说明新公式与实际

情况吻合ꎬ可替代现有公式使用ꎮ

参考文献(Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ):

[１]　 天津电气传动设计研究所. 电气传动自动化技术手册

[Ｍ]. ３ 版. 北京:机械工业出版社ꎬ２０１１.
[２]　 ＧＢ / Ｔ １４５４９—１９９３. 电能质量公用电网谐波[Ｓ]. 北京:

中国标准出版社ꎬ１９９４.
[３]　 龙　 飞ꎬ蒋　 伟ꎬ徐敏伟. 交流电机谐波电动势节距因数

出现负值的分析和处理[Ｊ]. 机电工程ꎬ２０１７ꎬ３４(６):６０３￣
６０８.

[４]　 马云鹏. 绕组分布系数的分析与计算[ Ｊ]. 中小型电机ꎬ
１９９１(３):２４￣２７.

[５]　 程小华. 交流电机绕组分布系数推导方法的研究[Ｊ]. 防
爆电机ꎬ２０１０ꎬ４５(５):１ꎬ１０.

[６]　 于吉坤ꎬ李立毅ꎬ陈启明ꎬ等. 高速永磁同步电机线圈与绕

组电枢磁场计算方法及其内在联系[ Ｊ]. 电工技术学报ꎬ
２０１７ꎬ３２(１２):１８５￣１９６.

[７]　 ＬＩＷＳＣＨＩＴＺ Ｍ Ｍ. Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｐｉｔｃｈ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃｓ ｏｆ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｓｌｏｔ ｗｉｎｄｉｎｇ[Ｊ]. Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎ￣
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ１９４３ꎬ６２(１０):６６４￣６６６.

[８]　 ＫＯＳＴＥＮＫＯ ＭꎬＰＩＯＴＲＯＶＳＫＹ Ｌ. Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｍａｃｈｉｎｅｓ: ｖｏｌ￣
ｕｍｅ Ⅱ[Ｍ]. Ｔｒａｎｓｌａｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｒｕｓｓｉａｎ ｂｙ ＣＨＥＲＮＵＫＨＩＮ
Ａ. ３ｒｄ ｅｄ. Ｍｏｓｃｏｗ:Ｍｉｒ Ｐｕｂｌｉｓｈｅｒｓꎬ１９７４.

[９]　 ＣＨＡＰＭＡＮ Ｓ Ｊ. Ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｃｈｉｎｅｒｙ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓ[Ｍ]. ５ｔｈ
ｅｄ. Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: ＭｃＧｒａｗ￣Ｈｉｌｌꎬ２０１２.

[１０]　 ＵＭＡＮＳ Ｓ ＤꎬＦＩＴＺＧＥＲＡＬＤ Ａ ＥꎬＫＩＮＧＳＬＥＹ Ｃ. Ｆｉｔｚｇｅｒａｌｄ
＆ ｋｉｎｇｓｌｅｙ'ｓ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｃｈｉｎｅｒｙ[Ｍ]. ７ｔｈ ｅｄ. Ｂｅｉｊｉｎｇ: Ｐｕｂ￣
ｌｉｓｈｉｎｇ Ｈｏｕｓｅ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ Ｉｎｄｕｓｔｒｙꎬ２０１３.

[１１]　 汤蕴璆. 电机学[Ｍ]. ５ 版. 北京:机械工业出版社ꎬ２０１４.

[编辑:张　 豪]

本文引用格式:

龙　 飞ꎬ蒋　 伟ꎬ徐敏伟ꎬ等. 交流电机谐波电动势分布因数出现负值的分析研究[Ｊ] . 机电工程ꎬ２０１８ꎬ３５(１０):１０８５ － １０９３.

ＬＯＮＧ Ｆｅｉꎬ ＪＩＡＮＧ Ｗｅｉꎬ ＸＵ Ｍｉｎｗｅｉꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｖａｌｕｅｓ ａｐｐｅａｒｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｌｅｃｔｒｏｍｏｔｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ＡＣ

ｍａｃｈｉｎｅｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０１８ꎬ３５(１０):１０８５ － １０９３. «机电工程»杂志:ｈｔｔｐ: / / ｗｗｗ. ｍｅｅｍ. ｃｏｍ. ｃｎ

(上接第 １０７６ 页)
[４]　 杨国凯. 振动载荷对滚动轴承失效行为与寿命影响的研

究[Ｄ]. 哈尔滨:哈尔滨工业大学机械工程学院ꎬ２０１５.
[５]　 马亚良ꎬ陈仁竹. 轴承制造技术[Ｍ]. 北京:清华大学出版

社ꎬ２００８.
[６]　 周和珍.四列圆柱滚子轴承[Ｐ].中国:ＣＮ２０２１３２３７９Ｕꎬ２０１２.
[７]　 李爱君. 轴承内圈直滚道宽度测量方法[ Ｊ]. 金属加工:

２００９(２０):５０￣５１.
[８]　 ＨＡＳＨＩＭＯＴＯ Ｆꎬ ＧＡＬＬＥＧＯ Ｉꎬ ＯＬＩＶＥＩＲＡ Ｊ Ｆ Ｇꎬ ｅｔ ａｌ.

Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｃｅｎｔｅｒｌｅｓｓ ｇｒｉｎｄｉｎｇ ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ [Ｊ]. ＣＩＲＰ Ａｎ￣
ｎａｌｓ￣Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ ２０１２ꎬ６１(２):７４７￣７７０.

[９]　 ＪＩＮ￣ＳＥＯＢ Ｋꎬ ＥＵＮ￣ＳＥＯＮＧ Ｌꎬ ＹＯＯＮ￣ＧＹＯ Ｊ. Ｄｅｔｅｒｍｉｎａ￣
ｔｉｏｎ ｏｆ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｕｐｅｒｆｉｎｉｓｈｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｉｒｒｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ
ｆｉｎｉｓｈｉｎｇ ｏｆ ｔｉｔａｎｉｕｍ [Ｊ]. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｅｎｔｒａｌ Ｓｏｕｔｈ Ｕｎｉ￣
ｖｅｒｓｉｔｙꎬ ２０１２(１):１５５￣１６２.

[１０]　 ＵＭＥＨＡＲＡ Ｎꎬ ＫＯＭＡＮＤＵＲＩ Ｒ. Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｌｕｉｄ ｇｒｉｎｄｉｎｇ
ｏｆ ＨＩＰ￣Ｓｉ３Ｎ４ ｒｏｌｌｅｒｓ[Ｊ]. Ｗｅａｒꎬ１９９６ꎬ１９２(１):８５￣９３.

[１１]　 魏泽飞. 非均匀机械作用电化学机械加工技术关键问题

研究[Ｄ]. 大连:大连理工大学机械工程学院ꎬ２０１３.
[１２]　 梁　 春. 新型控制方式在超薄片双面研磨抛光加工中的

应用———针对超薄蓝宝石片、蓝玻璃、石英片的加工解

决方案[Ｊ]. 甘肃科技ꎬ２０１３ꎬ２９(２０):７３￣７５.
[１３]　 ＫＬＡＭＥＣＫＩ Ｂ Ｅ. Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌ ｒｅｍｏｖａｌ ｒａｔｅ

ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ￣ｓｉｄｅｄ ｐｏｌｉｓ￣
ｈｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ [ Ｊ ]. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
Ｔｅｃｈ. ꎬ ２００１ꎬ１０９(３):２４８￣２５３.

[１４]　 袁巨龙ꎬ袁哲俊ꎬ庞　 滔ꎬ等. 石英基片双面抛光加工的

研究[Ｊ]. 金刚石与磨料磨具工程ꎬ１９８７ꎬ６(４２):３￣７.
[１５]　 姚蔚峰. 基于圆柱面加工轨迹均匀包络原理的高精度轴

承圆柱滚子高一致性加工方法研究[Ｄ]. 杭州:浙江工

业大学机械工程学院ꎬ２０１５.
[１６]　 ＪＩＡＮＧ Ｌꎬ ＹＡＯ Ｗ Ｆꎬ ＨＥ ＹＹꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｉｎ￣

ｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ￣ｓｉｄｅ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｏｆ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｒｏｌｌｅｒｓ ｕ￣
ｓｉｎｇ ｃｈｅｍｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｏｌｉｓｈｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ[ Ｊ]. Ｉｎｔｅｒ￣
ｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏ￣
ｇｙꎬ ２０１６ꎬ８２(１):５２３￣５３４.

[１７]　 ＪＩＡＮＧ Ｌꎬ ＨＥ Ｙ Ｙꎬ ＬＵＯ Ｊ Ｂ. Ｃｈｅｍｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｏｌｉｓ￣
ｈｉｎｇ ｏｆ ｓｔｅｅｌ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｕｓｉｎｇ ｃｏｌｌｏｉｄａｌ ｓｉｌｉｃａ￣ｂａｓｅｄ ｓｌｕｒｒｉｅｓ
[Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｕｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２０１５ꎬ３３０(１):４８７￣４９５.

[编辑:张　 豪]

􀅰３９０１􀅰第 １０ 期 龙　 飞ꎬ等:交流电机谐波电动势分布因数出现负值的分析研究




