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四轮移动机器人运动各向相异性研究∗

周卫华
(台州职业技术学院 自动化研究所ꎬ浙江 台州 ３１８０００)

摘要:针对移动机器人特殊结构导致的运动各向相异性问题ꎬ对移动机器人沿各个方向的速度、加速度等特性进行了研究ꎮ 根据 ４
个连续切换轮的排布方式及非完整系统的劳斯方程ꎬ对移动机器人的运动学方程及动力学方程进行了推导ꎻ建立了移动机器人在

ＡＤＡＭＳ 软件中的模型ꎬ对移动机器人的速度相异性进行了仿真ꎻ建立了以工控机为核心的电气控制系统ꎬ利用三维加速度传感器

ＭＰＵ６０５０ 对移动机器人的加速度相异性进行了测试ꎮ 研究结果表明:仿真结果与理论值完全一致ꎬ实验结果与理论值基本符合ꎻ该
结果阐述了移动机器人速度、加速度随角度变化的关系ꎮ
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０　 引　 言

由全向轮构成的移动机器人ꎬ其运动学、动力学特

性与普通的多轮移动机器人或履带式机器人相比ꎬ有
着显著的区别(后续表述的移动机器人都特指基于全

向轮的移动机器人)ꎮ
国内外的专家学者对于移动机器人的运动各向相

异性做了许多研究ꎬ如 Ｗａｄｅ 等[１￣２]提出了一种新型的

无极调速方法ꎬ通过设计一种改变轮子方向的机构来

实现移动机器人的调速ꎬ仅这种机构能实现稳定调速ꎬ
但机构复杂ꎬ故这种方法停留于实验室阶段ꎻＡＳＨ￣

ＭＯＲＥ 等[３] 通过计算提出通过合理的布局ꎬ移动机器

人包含的全向轮数量越多ꎬ其运动的最大速度越快ꎬ而
且他们进一步分析得出ꎬ由相同数量的轮子构成的移

动机器人采用相同的布局其在各个方向上的最大速度

也是不同的ꎬ表现为运动的各向相异性ꎬ但是他们的研

究也只停留于理论阶段ꎻ上海交通大学的曹其新[４] 分

析了由全向移动机器人的运动各向相异性ꎬ并建立

Ｍａｔｌａｂ—ＡＤＡＭＳ 联合仿真及实验验证了理论分析ꎬ同
时ꎬ根据运动相异性特性提出了优化的控制策略[５]ꎻ
刘力等[６] 研究了五自由度移动机器人在平面上运动

的各向相异性ꎬ为以后的路径规划等问题打下基础ꎮ



本研究将通过 ＡＤＡＭＳ 软件验证移动机器人运动

的各向相异性ꎬ并构建电气控制系统ꎬ通过实验验证移

动机器人加速度的各向相异性ꎮ

１　 移动机器人机构示意图

连续切换全向轮由 １０ 个大小辊子嵌套而成ꎬ如图

１ 所示[７]ꎮ

图 １　 连续切换轮及四轮移动机器人

大、小辊子具有公共的圆周曲线ꎬ与地面依次接触

时ꎬ可以保证接触点的高度始终保持一致ꎬ避免移动机

器人运动时出现颠簸的情况ꎮ 轮毂中间安装轴承ꎬ用于

连接电机的输出轴ꎬ辊子与轮毂骨架也通过轴承连接ꎮ
平面运动包含前后、左右、旋转 ３ 个自由度ꎬ移动

机器人要实现全向运动ꎬ必须要包含 ３ 个或 ３ 个以上

电机独立驱动的轮子ꎮ 由于四轮移动机器人具有稳定

性好、结构简单等优点ꎬ本研究采用四轮的方案[８]ꎮ

２　 速度各向相异性分析

移动机器人四轮排布图如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 移动机器人排布图

ｒ—连续切换轮的半径ꎻｌ—连续切换轮中心到车

体中心的距离

为了实现全方位运动ꎬ四轮采用正交排布的方式ꎬ
可得移动机器人的逆运动学方程为:
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式中:ω１ ~ ω４— 四轮的旋转角速度ꎻＶｘꎬＶｙꎬω— 移动机

器人 Ｘ 轴速度、Ｙ 轴速度以及绕中心轴的旋转角速度ꎮ
不考虑轮子的打滑ꎬ车体速度分解到 ４ 个轮子方

向的分速度与轮子的运动速度是相同的ꎬ故可得运动

学逆矩阵 Ｒ 为:
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通过矩阵逆运算ꎬ可得正向运动学关系:
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设速度 Ｖ 的方向与移动机器人坐标系 ＸＭ 成 α 角

(如图 ２ 所示)ꎬ速度 Ｖ 可以分解为:
Ｖｘ ＝ Ｖｃｏｓα
Ｖｙ ＝ Ｖｓｉｎα (４)

由式(３ꎬ４) 可得:

Ｖ ＝ Ｖ２
ｘ ＋ Ｖ２

ｙ ＝

１
４ ｒ２(ω２

１ ＋ ω２
２ ＋ ω２

３ ＋ ω２
４ － ２ω１ω３ － ２ω２ω４) (５)

移动机器人采用直流无刷电机ꎬ电机最高转速为

３ ０００ ｒ / ｍｉｎꎬ计算可得 ４ 个轮子的速度范围为:
－ １０. ４９(ｒａｄ / ｓ) ≤ ω１ ≤１０. ４９(ｒａｄ / ｓ)
－ １０. ４９(ｒａｄ / ｓ) ≤ ω２ ≤１０. ４９(ｒａｄ / ｓ)
－ １０. ４９(ｒａｄ / ｓ) ≤ ω３ ≤１０. ４９(ｒａｄ / ｓ)
－ １０. ４９(ｒａｄ / ｓ) ≤ ω４ ≤１０. ４９(ｒａｄ / ｓ) (６)

综上分析ꎬ在式(３ꎬ６) 的限制条件下ꎬ求式(５) 中

Ｖ 的最大值ꎬ这是一个二次线性规划问题ꎮ本研究利用

Ｍａｔｌａｂ 软件工具中的 ｑｕａｐｒｏｇ 函数求解[９]ꎬ计算结果

如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 速度 Ｖ 在各个角度的最大值

由图 ３ 可知:当速度的方向与 ＸＭ 的夹角成 ９０° 的

整数倍时ꎬ速度最大值的幅值最大ꎻ当速度的方向与

ＸＭ 的夹角成４５°的整数倍时ꎬ速度最大值的幅值最小ꎮ
笔者通过 ＡＤＡＭＳ 软件来验证理论值ꎬ建立的仿

真模型如图 ４ 所示ꎮ
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图 ４　 移动机器人模型

ＡＤＡＭＳ 模型中最重要的是建立连续切换轮与

辊子的运动副ꎮ连续切换轮是主动施加的运动ꎬ可
以设置参数及范围ꎮ辊子绕自身轴旋转ꎬ是一种被

动的运动ꎮ同时ꎬ对于固定的一些构件ꎬ可以作适当

的简化ꎮ
考虑到 ４ 个轮子对称放置ꎬ根据图 ２ꎬ可只考虑第

一象限的情况ꎬ 设速度方向与 ＸＭ 的夹角 α ∈ [０ꎬ
９０°]ꎮ仿真结果如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 速度沿各个方向的仿真结果

由图 ５ 的结果可知:仿真值与理论值完全重合ꎬ说
明理论的计算结果是正确的ꎮ该结果可用于分析移动

机器人各个方向的速度极限值ꎮ

３　 加速度各向相异性分析

移动机器人加速度的各向相异性ꎬ涉及到移动

机器人的动力学问题ꎮ求解移动机器人的动力学方

程ꎬ一般采用拉格朗日法 [１０] 、牛顿 ￣ 欧拉法 [１１] 、高
斯法等 [１２] ꎮ拉格朗日法可以在已知移动机器人运

动学方程的基础上求解ꎻ非完整约束是指含有系统

广义坐标导数且不可积的约束ꎻ典型的受非完整约

束系统包括车辆、 移动机器人等 [１３] ꎮ 由式 (３) 可

知:车体的速度与轮子的速度存在不可解耦的关

系ꎮ移动机器人属于非完整系统ꎮ本研究采用非完

整系统的拉格朗日法(也称“劳斯法” ) 求解车体动

力学问题 [１４] ꎮ
首先ꎬ对式(３) 进行一次求导:

－ ２
２

２
２ ｌ

－ ２
２ － ２

２ ｌ

２
２ － ２

２ ｌ

２
２

２
２ ｌ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

Ｖ̇ｘ

Ｖ̇ｙ

ω̇

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

ｒ ０ ０ ０
０ ｒ ０ ０
０ ０ ｒ ０
０ ０ ０ ｒ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ω̇１

ω̇２

ω̇３

ω̇４

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(７)

式(７) 中反映的是移动机器人加速度与轮子加速

度的关系ꎬ需要求解的是移动机器人加速度与电机输

出力矩之间的关系ꎮ
移动机器人广义坐标如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 移动机器人广义坐标

取广义坐标 ｑ１ 为移动机器人在 ＸＭ 方向上的位移

Ｓｘꎬｑ２ 为移动机器人在 ＹＭ 方向上的位移 Ｓｙꎬｑ３ 为移动

机器人的回转角度 θ０ꎬｑ４ ~ ｑ７ 为轮子的旋转速度 φ１ ~
φ４ꎮ

考虑移动机器人在平面运动的情况ꎬ根据劳斯方

程ꎬ其动力学方程的一般形式为:
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式中:Ｔ— 移动机器人的动能ꎬ不考虑势能ꎻｑ ｊꎬＱ ｊ— 广

义坐标与广义力ꎻＢｋｊ— 由约束决定的系数ꎻλｋ— 待定

的拉格朗日乘子ꎮ
Ｔ 包括移动机器人沿 ３ 个自由度的动能以及 ４ 个

连续切换轮的转动动能ꎮ设 Ｍ 表示移动机器人的质

量ꎬ则移动机器人的动能为:
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式中:ＪωꎬＪｍ— 轮子绕中心轴旋转的转动惯量及辊子

绕轮子中心轴旋轴的转动惯量ꎮ
考虑到轮子运动时ꎬ１０ 个辊子只有 １ 个与地面有

接触ꎬ同一时刻运动的辊子数量只有 ４ 个ꎮ且辊子的质

量相对于移动机器人来说很小ꎬ故式(９) 中忽略了辊

子绕自身轴旋转的转动惯量ꎮ
移动机器人在平面上运动ꎬ其势能为 ０ꎬ对应于 ｑ１
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的广义力 Ｑ１ ＝ ０ꎬ同理可得:Ｑ２ ＝ ０ꎬＱ３ ＝ ０ꎮ
Ｔａ１ꎬＴａ２ꎬＴａ３ꎬＴａ４ 代表 ４ 个轮子的有效输出力

矩[１５]ꎬ则:
Ｑｉ ＝ Ｔａｊꎬ( ｉ ＝ ４ ~ ７ꎬｊ ＝ １ ~ ４) (１０)

根据移动机器人的构型及四轮的排布方式ꎬ在轮

子不打滑的情况下ꎬ根据式(７) 可知ꎬ约束方程为:

－ ２
２ Ｖ̇ｘ ＋ ２

２ Ｖ̇ｙ ＋ ｌω̇ － ｒ ω̇１ ＝ ０

－ ２
２ Ｖ̇ｘ － ２

２ Ｖ̇ｙ ＋ ｌω̇ － ｒ ω̇２ ＝ ０

２
２ Ｖ̇ｘ － ２

２ Ｖ̇ｙ ＋ ｌω̇ － ｒ ω̇３ ＝ ０

２
２ Ｖ̇ｘ ＋ ２

２ Ｖ̇ｙ ＋ ｌω̇ － ｒ ω̇４ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(１１)

根据式(１１)ꎬ可得式(８) 中的系数 Ｂｋｊ 为:

Ｂ１１ ＝ － ２
２ ꎬＢ１２ ＝ ２

２ ꎬＢ１３ ＝ ｌꎬＢ１４ ＝ － ｒꎬ

Ｂ２１ ＝ － ２
２ ꎬＢ２２ ＝ － ２

２ ꎬＢ２３ ＝ ｌꎬＢ２５ ＝ － ｒꎬ

Ｂ３１ ＝ ２
２ ꎬＢ３２ ＝ － ２

２ ꎬＢ３３ ＝ ｌꎬＢ３６ ＝ － ｒꎬ

Ｂ４１ ＝ ２
２ ꎬＢ４２ ＝ ２

２ ꎬＢ４３ ＝ ｌꎬＢ４７ ＝ － ｒ (１２)

根据式(９ꎬ１０ꎬ１２)ꎬ求解式(８)ꎬ可得:

Ｍａｘ ＝ ２
２ λ１ ＋ ２

２ λ２ － ２
２ λ３ － ２

２ λ４

Ｍａｙ ＝ ２
２ λ１ ＋ ２

２ λ２ ＋ ２
２ λ３ － ２

２ λ４

Ｊω̇ ＝ ｌ. (λ１ ＋ λ２ ＋ λ３ ＋ λ４)
(Ｊω ＋ Ｊｍ) ω̇１ ＝ Ｔａ１ － ｒλ１

(Ｊω ＋ Ｊｍ) ω̇２ ＝ Ｔａ２ － ｒλ２

(Ｊω ＋ Ｊｍ) ω̇３ ＝ Ｔａ３ － ｒλ３

(Ｊω ＋ Ｊｍ) ω̇４ ＝ Ｔａ４ － ｒλ４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１３)

式(１３) 中ꎬ待定的拉格朗日乘子可以化简为:

λ ｉ ＝
Ｔａｉ － (Ｊω ＋ Ｊｍ) ω̇ｉ

ｒ ꎬｉ ＝ １ ~ ４ (１４)

根据式(７ꎬ１０ꎬ１３ꎬ１４) 的关系ꎬ代入式(８)ꎬ最终可

得移动机器人的加速度与电机输出力矩之间的关系为:

Ｍ ＋ ２􀅰
Ｊω ＋ Ｊｍ

ｒ２
)ａｘ ＝ ２

２ｒ (Ｔａ１ ＋ Ｔａ２ － Ｔａ３ － Ｔａ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ ＋ ２􀅰
Ｊω ＋ Ｊｍ

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ａｙ ＝ ２

２ｒ ( － Ｔａ１ ＋ Ｔａ２ ＋ Ｔａ３ － Ｔａ４)

Ｊ ＋
４ｌ２􀅰(Ｊω ＋ Ｊｍ)

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ω̇０ ＝ ｌ

ｒ (Ｔａ１ ＋ Ｔａ２ ＋ Ｔａ３ ＋ Ｔａ４)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１５)

式(１５) 也是最终的移动机器人动力学方程ꎮ设移

动机器人加速度的方向与坐标系 ＸＭ 成 β 角ꎬａｘ 和

ａｙ 为:
ａｘ ＝ ａｃｏｓβ
ａｙ ＝ ａｓｉｎβ (１６)

加速度 ａ 可以表示为:

ａ ＝ ａ２
ｘ ＋ ａ２

ｙ ＝ ｒ
Ｍｒ２ ＋ ２(Ｊω ＋ Ｊｍ)

􀅰

Ｔ２
ａ１ ＋ Ｔ２

ａ２ ＋ Ｔ２
ａ３ ＋ Ｔ２

ａ４ － ２Ｔａ１Ｔａ３ － ２Ｔａ２Ｔａ４ (１７)
笔者研究的连续切换轮采用硬质橡胶ꎬ且轮与地

面接触面积小ꎮ通过实验发现ꎬ连续切换轮的附着力比

电机的最大输出力要小ꎬ故文中电机有效输出力矩主

要考虑附着力的限制ꎮ附着力 Ｆｈ 与连续切换轮的压

力、附着系数成正比ꎬ可以表示为 ０. ２５ Ｍｇμｈꎮ其中ꎬ附
着系数 μｈ 主要与连续切换轮的材料、受力面积相关ꎬ
经实验测量其值为１. ０[１６]ꎮ同时ꎬ电机的有效输出力矩

需要减去受到的滚动摩擦力ꎬ大小为 ０. ２５ Ｍｇμｆ(其
中:μｆ— 轮子与地面的滚动摩擦系数)ꎮ综上所述ꎬ每
个轮子的有效输出力矩为:

－ １
４ Ｍｇ(μｈ － μｆ)ｒ ≤ Ｔａ１ ≤ １

４ Ｍｇ(μｈ － μｆ)ｒꎬｉ ∈１ ~ ４

(１８)
正的力矩值表示力矩沿轮子前进的方向ꎬ负的力

矩值表示力矩沿轮子后退的方向ꎮ 综上分析ꎬ 在式

(１５ꎬ１６ꎬ１８) 约束条件下ꎬ求式(１７) 中加速度的最大

值ꎬ这是一个二次线性规划问题ꎬ 求解结果如图 ７
所示ꎮ

图 ７　 加速度 ａ 沿各个方向的最大值

为了验证理论分析的正确性ꎬ本研究制作了移动

机器人实物ꎮ控制器采用主频为 １ ＧＨｚ的工控主板ꎬ电
机驱动器采用美国 Ｃｏｐｌｅｙ 公司的直流无刷电机驱动

器ꎮ工控主板通过扩展ＣＡＮ卡与电机驱动器的ＣＡＮ端

口组成一个 ＣＡＮＯｐｅｎ通信网络ꎮ移动机器人的控制系

统框图如图 ８ 所示ꎮ
三轴加速度传感器 ＭＰＵ６０５０ 安装在移动机器人

的中心ꎬ用以测量移动机器人各个方向的加速度值ꎮ采
用四轮对称排布ꎬ故实验中加速度 ａ 与 ＸＭ 的夹角 β 可

设为:β ∈ [０ꎬ９０°]ꎮ实验结果如图 ９ 所示ꎮ
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图 ８　 移动机器人控制系统框图

图 ９　 加速度 ａ 沿各方向的实验结果

由实验结果可知ꎬ理论值与实验值基本符合ꎬ平均

偏差在 ５％左右ꎮ 主要是以下几个因素造成:(１)移动

机器人加工的偏差ꎮ 实际的移动机器人存在加工的误

差、轴承摩擦等因素ꎻ(２)轮与地面的附着力及滚动摩

擦力是随移动机器人的速度变化的ꎻ在理论计算时ꎬ附
着力与滚动摩擦力都设置为了一个固定的值ꎻ(３)加

速度传感器本身的精度误差及安装误差等ꎮ

４　 结束语

本研究设计并制作了一种实用的连续切换轮及移

动机器人ꎬ并分析了其运动学及动力学特性ꎬ结论

如下:
(１)通过逆运动学求得的移动机器人速度的各向

相异性结果ꎬ与 ＡＤＡＭＳ 软件仿真的结果一致ꎻ
(２)给出了移动机器人各个方向的加速度各向相

异性ꎬ并进行了实验验证ꎻ
(３)分析了移动机器人的运动各向相异性特

性ꎬ表述了其最大速度、最大加速度与运动角度的

关系ꎮ
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