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一级倒立摆的 μ 分析和 μ 综合研究

张义辰
(上海理工大学 机械工程学院ꎬ上海 ２０００９３)

摘要:针对设计一级倒立摆系统的 Ｈ∞鲁棒控制器时出现的保守性问题ꎬ提出了一种以结构奇异值 μ 理论为依据的 μ 分析和 μ 综合

方法ꎮ 首先进行了倒立摆系统的标准 Ｈ∞控制器设计ꎬ同时运用 μ 分析的方法证明了系统 Ｈ∞控制器存在保守性这一事实ꎬ指出了

问题的解决方向ꎻ其次ꎬ针对出现的问题ꎬ运用 Ｄ￣Ｋ迭代算法设计了修正后的 Ｈ∞控制器并加入原系统ꎬ修正了原控制器存在的问

题ꎻ最后从仿真实验结果和与不同干扰抑制度的 Ｈ∞控制结果的比较等方面ꎬ验证了新方法对降低保守性的实际效果ꎮ 研究结果表

明:新方法降低了原控制器的保守性ꎬ同时改善了输出质量ꎬ方法有效ꎮ
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０　 引　 言

单级倒立摆是倒立摆系统中形式最简单的一种模

型ꎬ具有非线性性、不稳定性等特性ꎬ常被作为研究非

线性控制、鲁棒控制、最优控制、自适应控制等问题的

经典模型ꎮ 鲁棒控制问题作为先进控制问题的典型代

表ꎬ其中的 Ｈ∞控制理论、Ｈ２ 控制理论、滑模控制理论

等都是解决这类问题的经典理论ꎬ近年来成为控制领

域研究的热点ꎮ
关于控制算法保守性问题的分析与处理ꎬ学术界

做了相当多的研究ꎮ 李炜等[１]在新模型中引入时延

下界ꎬ并且在证明过程中略去了模型转换和交叉项放

大等环境ꎬ引入了适当的自由权矩阵ꎬ解决了鲁棒控制

结果的保守性ꎬ并与传统的 ＬＭＩｓ 算法相比较ꎬ揭示了

传统方法的保守性ꎻ马静等[２￣３]重点从原理分析与公式

推导方面说明了由于寻求公共 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 矩阵而带来

的鲁棒控制的保守性ꎬ并分别基于积分滑模控制和多

面体不确定性区间震荡控制方法改进了鲁棒 Ｈ２ / Ｈ∞
控制的保守性ꎻ杨忠[４]从模糊时滞系统出发ꎬ重点研

究了如何在稳定条件下降低保守性的问题ꎬ提出了保

成本控制条件、针对时变时滞模糊系统的保守性减小

方法和区间变时滞模糊系统 Ｈ∞控制的保守性减小方



法ꎻ林庆强[５]则研究了不确定线性时滞系统 Ｈ∞ 控制

的保守性减小修正方法ꎻＰＦＩＦＥＲＨ 等[６]则使用积分二

次型约束进行了线性时变系统低保守性鲁棒性能分

析ꎬ从实验结果上证实了保守性的降低ꎮ 这些方法的

共同之处在于都是通过一种新的方法或理论来规避原

方法的保守性ꎬ力求通过其他算法的优势来弥补这一

劣势ꎬ但是都没有真正从传统算法本身来修正该算法ꎬ
降低保守性ꎮ 然而ꎬ从老方法入手解决保守性问题ꎬ使
得修正方法的可操作性明显增强ꎬ省去了新理论的理

解和复杂公式的推导ꎬ降低了难度ꎬ提高了效率ꎮ 因

此ꎬ研究控制方法本身的保守性修正问题很有必要ꎮ
本文将提出应用结构奇异值的理论来解决 Ｈ∞控

制的保守性问题ꎬ即对一级倒立摆系统进行 μ 分析和 μ
综合(对文献[７￣８]总结出的倒立摆模型作适当处理)ꎮ

１　 系统描述

一级倒立摆系统的示意图如图 １ 所示ꎮ

图 １　 一级倒立摆系统

　 　 该系统的的输入信号 ｕ包含倒立摆期望角位移和

台车期望水平位移两部分ꎻ干扰 ｗ 主要包含摩擦、振
动、冲击等ꎻ输出信号 ｙ 包含倒立摆的实际角位移、台
车的水平实际位移ꎻ驱动元件主要是台车的驱动电机ꎻ
力位转换器主要负责将输入的位移信号转换成力或者

力矩信号ꎻ反馈控制器为负反馈控制器ꎬ由具体的控制

算法求得ꎮ整个系统实际为轨迹跟踪系统ꎬ跟踪性是它

的重要性能指标ꎮ
简化模型可以写成如下的形式:

ｘ̇ ＝ Ａｘ ＋ Ｂ１ｗ ＋ Ｂ２ｕ (１)
ｘ ＝ [ ｓ( ｔ)ꎬｑ( ｔ)ꎬｓ̇( ｔ)ꎬｑ̇( ｔ)] (２)

ｕ ＝ ｕ( ｔ)ꎬｗ ＝ ｗ( ｔ) (３)
时变系数矩阵 Ａ和 Ｂ主要受极点摩擦系数 ｃ和倒

立摆摆杆质心位置 ｌ 的影响ꎬ这两个不确定参数的摄

动是有界的、随机性的ꎬ按照不确定参数的标准形式可

表达为:
ｃ ＝ ｃ０ ＋ ｋｃｄꎬｋｃ ＝ ｃｍａｘ － ｃｍｉｎ (４)
ｌ ＝ ｌ０ ＋ ｋｌｄꎬｋｌ ＝ ｌｍａｘ － ｌｍｉｎ (５)

式(４ ~ ５)中:ｃ—极点摩擦系数ꎻｃ０—极点摩擦系数基

准值ꎻｌ—摆杆质心位置ꎬｍꎻｌ０—摆杆质心位置基准值ꎬ
ｍꎻｋｃꎬｋｌ—权重系数ꎬｋｃ、ｋｌ ∈ Ｒꎻδ— 不确定函数ꎬδ ∈
[ － １ꎬ１]ꎮ

为了进一步简化模型ꎬ降低研究的复杂程度ꎬ特将

参数 ｌ 确定为基准值 ｌ０ꎬ参数 ｃ 不变ꎬ那么原模型就变

成了只含有一个摄动参数 ｃ 的系统模型ꎬ矩阵 Ａ 的变

化和参数 ｌ 无关ꎬ而矩阵 Ｂ１ 和 Ｂ２ 变为常数矩阵ꎬ具体

的形式如下:

Ａ ＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

０
－ ｍ２ ｌ２０ｇ

(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０
－ (Ｊ ＋ ｍｌ２０)Ｋ２ＴＫ２ｇ

[(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０]Ｒａｒ２
ｃｍｌ０

(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０

０
(Ｍ ＋ ｍ)ｍｇｌ０

(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０
ｍｌ０Ｋ２ＴＫ２ｇ

[(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０]Ｒａｒ２
－ ｃ(Ｍ ＋ ｍ)

(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(６)

Ｂ１ ＝ Ｂ２ ＝ ０　 ０　
(Ｊ ＋ ｍｌ２０)ＫＴＫｇ

[(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０]Ｒａｒ
　

－ ｍｌ０ＫＴＫｇ
[(Ｍ ＋ ｍ)Ｊ ＋ Ｍｍｌ２０]Ｒａｒ

[ ]
Ｔ

(７)
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式中:ｍ—摆杆质量ꎬｋｇꎻＭ—台车质量ꎬｋｇꎻｇ—重力加

速度ꎬ取９. ８ ｍ / ｓ２ꎻＲａ—电枢电阻ꎬΩꎻＫＴ—电机力矩系

数ꎬＮｍ / ＡꎻＫＥ— 反向电势系数ꎬＶｓ / ｒａｄꎻｒ— 台车驱动

轮半径ꎬｍꎻＫｇ—齿轮比ꎻＪ—转动惯量ꎬｋｇ􀅰ｍ２ꎮ
人为定义不确定参数 ｃ 的范围为[ － ０. ６ꎬ０]ꎬ基准

值为 － ０. ３ꎬ将此基准值代入式(６) 中ꎬ并结合文献

[１１] 第 ４ 部分的已知参数ꎬ矩阵 Ａ 的标称矩阵 Ａ０、干
扰输入矩阵 Ｂ１、输入矩阵 Ｂ２ 的具体形式为:

Ａ０ ＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
０ － ３. ０４ － １５. ５２ － １. ４５
０ ３１. ５８ ３８. １７ １５. ０９

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎬ

Ｂ１ ＝ Ｂ２ ＝

０
０
３. ４３
－ ８. ４３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎮ

进一步可得到系统的标称形式为:
ｘ̇ ＝ Ａ０ｘ ＋ Ｂ１ｗ ＋ Ｂ２ｕ (８)

２　 无扰状态下的标准 Ｈ∞ 控制

Ｈ∞ 控制是通过控制系统在最坏情况下的最大幅

值来增强不确定系统鲁棒性的方法ꎬ这种方法的性能

指标是不确定系统的最大奇异值ꎬ即系统的Ｈ∞ 范数ꎮ
实际应用表明ꎬ几乎所有的 Ｈ∞ 控制问题都可以转化

为标准 Ｈ∞ 控制问题[９]ꎬ并可遵照下述结构图求解ꎬ
模型如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 系统的鲁棒分析基本模型

标准Ｈ∞ 控制问题如图２(ａ)所示ꎮ图２(ａ)中的Ｇ
和 Ｋ 为已知的控制系统和待求的控制器ꎻｗꎬｕꎬｚꎬｙ 分

别代表有限维的外部输入、控制输入、被调输出和测量

输出ꎮ标准 Ｈ∞ 问题就是要寻找一个控制器 Ｋꎬ使得闭

环系统内部稳定ꎬ并且让被调输出 ｚ和外部输入ｗ间的

传递函数 Ｔｚｗ 的 Ｈ∞ 范数取得最小值ꎬ总的来说就是求

解问题ꎬ即:
ｍｉｎ
Ｋ稳定Ｇ
‖Ｆ１(ＧꎬＫ)‖∞ (９)

求解这一问题ꎬ具体可以通过求解代数黎卡提方

程或者求解线性矩阵不等式组来完成ꎮ求解标准 Ｈ∞

控制问题ꎬ从另一个角度来考虑ꎬ主要是运用了小增益

定理ꎬ即保证:
‖Ｇ(ｊω)Ｋ(ｊω)‖∞ < １ (１０)

本例中采用 ＬＭＩ方法求解这一问题ꎬ无扰状态下

控制器的具体求解过程可参见文献[１０]ꎬ这里给出求

解结果:
Ｋ０ ＝ [５３９. ９３９ ７ꎬ１２６. ３４１ ２ꎬ１４３. ２４５ １ꎬ６１. ４５３ ７]

(１１)
需要指出的是ꎬ小增益定理(１０) 是使系统具有鲁

棒稳定性和鲁棒特性的最低条件ꎬ这一条件实际上可

以等效地表示成:
ｓｕｐ􀭺σｍａｘ[ＧＫ] < １ (１２)

即系统的最大奇异值不超过 １ꎬ这就使得算出的

标准 Ｈ∞ 控制器不一定是最优控制器ꎬ从而使结果产

生一定的保守性ꎬ这种保守性会让优化后的系统不能

真正达到性能指标的最优值ꎬ影响最终的控制效果ꎮ因
此就需要一种方法来直观地描述这种保守性ꎬ同时需

要另一种方法来降低或者消除这种保守性ꎮ

３　 一级倒立摆 μ 分析

３. １　 μ 分析方法

一级倒立摆的 μ 分析是以系统的结构奇异值理论

为基础提出的ꎬ结构奇异值衡量系统结构不确定性大

小的一种值ꎮ确切地说ꎬ它是对使反馈系统不稳定的最

小结构不确定性的一种量化处理ꎬ也是反馈系统本身

稳定裕度的倒数ꎮ对于具有如图 ２(ｂ) 所示的系统结

构ꎬ其结构奇异值 μΔ[Ｍ( ｓ)] 的形式为:

μΔ[Ｍ( ｓ)] ＝ １
ｍｉｎ σｍａｘ(Δ):ｄｅｔ( Ｉ － ＭΔ){ }

(１３)

式中:Δ—快对角结构不确定性ꎮ
与系统的最大奇异值 σｍａｘ(Ｍ) 相比ꎬ结构奇异值

μΔ(Ｍ) 介于谱半径 ρ(Ｍ) 和 σｍａｘ(Ｍ) 之间ꎬ即:
ρ(Ｍ) ≤ μΔ(Ｍ) ≤ σｍａｘ(Ｍ) (１４)

用结构奇异值 μ 来分析系统鲁棒性时ꎬ常常将系

统的各个结构性的不确定量汇总在一起ꎬ形式如同图

２(ｂ) 中的不确定性 Δꎬ是一个块对角结构ꎮ其中ꎬＭ 通

常为已知系统Ｇ和已求控制器Ｋ的线性分式变换ꎬ即:

Ｍ ＝ Ｆ ｌ(ＧꎬＫ) ＝
Ｍ１１ Ｍ１２

Ｍ２１ Ｍ２２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (１５)

式中:ＭꎬＭ１１ꎬＭ１２ꎬＭ２１ꎬＭ２２—广义系统及其子块ꎻＧ—
已知系统的传递函数ꎻＫ—反馈控制器ꎻＦ ｌ(􀅰ꎬ􀅰)—下

线性分式变换ꎮ
该式实际反映了系统本身的鲁棒稳定性ꎬ而系统
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Ｍ与不确定性Δ之间的线性分式变换又实际反映了系

统的鲁棒性能大小ꎬ是鲁棒稳定性与鲁棒特性的统一:
Ｆｕ(ＭꎬΔ) ＝ Ｍ２２ ＋ Ｍ２１Δ(Ｉ － Ｍ１１Δ) －１Ｍ１２ (１６)

式中:Ｆｕ(􀅰ꎬ􀅰)—上线性分式变换ꎻΔ—不确定块ꎮ
此时判断已知系统是否满足小增益定理ꎬ只需

保证:
ｓｕｐμΔ(Ｍ) ≤ １ (１７)

该条件要比单纯的使用‖Ｇ(ｊω)Ｋ(ｊω)‖∞ < １ꎬ
即系统的最大奇异值 σｍａｘ ≤ １ 要严密的多ꎬ故而弥补

了一般方法保守性的缺点ꎮ
对不确定系统进行 μ 分析ꎬ通常是结合系统的具

体形式ꎬ绘制出系统的结构奇异值 μ 随频率 ω 变化的

曲线ꎬ该曲线能直观地反映系统结构不确定性因素的

变化范围ꎬ变化趋势、平均变化水平等信息ꎬ对于判断

系统是否稳定、分析系统鲁棒特性、评价控制方法优劣

性很有帮助ꎮ

３. ２　 一级倒立摆的 μ 分析

鉴于 μ 分析方法在评价控制方法优劣性方面的优

势ꎬ本例尝试采用该方法来分析倒立摆系统ꎬ以便确认

Ｈ∞ 控制的保守性ꎮ本研究先利用 Ｍａｔｌａｂ中的 ｆｒｄ函数

(频响函数) 将系统改写成频响函数的形式ꎻ再使用函

数ｍｕｓｓｖ(计算结构奇异值)计算系统在不同频率值下

的 μ 值的上界和下界ꎬ然后提取上界值ꎬ绘制上界值随

频率 ω 的变化曲线ꎬ即 μ 分析曲线ꎻ最后计算系统的

Ｈ∞ 范数ꎬ将其作为常函数ꎬ和 μ 分析曲线画在同一坐

标系内ꎮ
绘制结果如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 修正前后系统的 μ 分析图

带“□” 标记的实线 — 修正后系统的最大奇异

值 σ０ｍａｘꎻ“□” 标记 — 修正后系统的结构奇异值 μ０ꎻ

带“○” 标记的实线 — 修正后系统的最大奇异值

σ１ｍａｘꎻ“○” 标记 — 修正后系统的结构奇异值 μ１

由图３可以看出:经标准Ｈ∞ 控制方法优化后的系

统ꎬ其结构奇异值的峰值和最大奇异值直接存在一定

的间距ꎬ这表明实际求出的控制器 Ｋ０ 并不是问题真正

的最优解ꎬ结果存在保守性ꎮ

４　 不确定系统的 μ 综合问题

文献[９] 表明:修正原算法以降低或消除保守性

这一问题可以转化为不确定系统的综合问题ꎮ
Ｄ￣Ｋ迭代法是解决系统综合问题的一种有效方

法ꎬ它的主要思路是运用矩阵对角放缩的方法来计算

的上界ꎬ同时得到满足这一上界的最优控制器ꎮ对于一

个满足式(７) 的广义系统 Ｍꎬ首先固定一标度矩阵 Ｄꎬ
求解标准 Ｈ∞ 控制问题[１１]:

ｍｉｎ
Ｋ稳定Ｇ
‖ＤＭＤ －１‖∞ (１８)

求取最优控制器 Ｋꎬ再固定控制器 Ｋꎬ求解关于 Ｄ
的凸优化问题:

ｉｎｆ
Ｄ
‖ＤＭＤ －１‖∞ (１９)

获得新的标度矩阵 Ｄｋ 再以此为起点进行迭代计

算ꎬ直至计算前后的两个标度矩阵差距足够小ꎬ便可求

出修正的最优控制器 Ｋｏｐｔꎮ在初次求解时ꎬ初始的标度

矩阵Ｄ０ 可确定为单位矩阵 Ｉꎬ求解过程中ꎬ需要在每一

步迭代计算完毕后对修正系统进行分析ꎬ检查结构奇

异值是否满足公式(１７)ꎬ若条件满足则继续迭代ꎬ若
条件不满足ꎬ则表明原系统无解ꎮ

在 Ｍａｔｌａｂ中应用 Ｄ￣Ｋ迭代算法设计控制器ꎬ主要

是 ＬＭＩ工具箱和最优化函数 ｆｍｉｎｃｏｎ 交替使用ꎬ具体

步骤如下[１２]:(１) 设 Ｄ０ ＝ Ｉꎬ使用 ＬＭＩ 工具配合最优

解函数 ｍｉｎｃｘ求解标准 Ｈ∞ 问题ꎬ求出最优解 Ｋ０ꎬ并使

用 ｍｕｓｓｖ函数计算优化系统的结构奇异值 μ０ꎻ(２) 将

Ｋ０ 固定ꎬ标度矩阵 Ｄｋ 定为未知量ꎬ使用 ｆｍｉｎｃｏｎ 函数

计算最优解 Ｄｏｐｔꎻ(３) 检验 ‖Ｄｏｐｔ￣Ｄｋ‖ 是否小于给定

值ꎬ比如 １ｅ￣７ꎬ若条件满足则终止迭代ꎬ若不满足则返

回步骤(１) 重新计算ꎮ
值得注意的是ꎬ虽然使用该方法求出的最优解 Ｋ

并非全局最优解ꎬ但它对控制器本身的修正效果以充

分的降低了保守性ꎮ基于上述方法ꎬ对本例中的控制器

Ｋ０进行μ综合修正ꎬ经过一次迭代ꎬ最终求出修正之后

的控制器可行解矩阵:
Ｋｏｐｔ ＝ ４６６. ４７ꎬ９３. ９７ꎬ１１７. ９６ꎬ５２. ３０[ ]

５　 验证分析

修正控制器的验证主要分３个方面:(１)通过 μ分

析检验标准 Ｈ∞ 控制解的保守性是否得到了降低或者

消除ꎬ评判标准主要是看修正后优化系统的 μ 曲线的

峰值与最大奇异值是否重合或者距离在允许范围内ꎻ
(２) 观察控制器修正前后ꎬ优化后的倒立摆系统的控
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制性能有无变化ꎬ这主要从摆的镇定性和摆连接体的

位移跟踪特性两方面检验ꎬ若两种特性无明显变化ꎬ则
说明修正方法对系统的控制性能无较大影响ꎻ(３) 比

较控制器修正前后ꎬ倒立摆系统的输出信号的评价指

标有无变化ꎬ若指标值变化不大或比修正前小ꎬ则说明

修正后的控制器对系统控制无影响或有所改善ꎮ

５. １　 有效性验证

观察图 ３ 可以发现:修正前系统的最大奇异值和

结构奇异值相差 ０. ０１０ ３３ꎬ修正后这两值相 差

０. ００３ ８１ꎮ 以上结果表明:修正后的控制器ꎬ其保守性

有明显的降低ꎬ证明修正方法有效ꎮ

５. ２　 仿真输出结果验证

本研究利用 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 参照式(１)搭建仿真

模型ꎬ使用与有关文献中相同的输入信号进行仿真ꎬ仿
真系统结构图和仿真结果如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 仿真系统和仿真结果

实线—输入信号ꎻ点划线—修正前系统的控制效果ꎻ
虚线—修正后系统的控制效果

观察图 ４ 可以发现:修正后ꎬ摆的镇定效果和摆连

接件的位移调节效果略好于修正前ꎬ说明了修正后的

方法保守性有了改善ꎻ这一结果在如表 １ 所示的仿真

实验数据上也能得到体现ꎮ
对仿真原始数据进行抽样后得到的数据如表 １

所示ꎮ
表 １　 优化前后的仿真实验数据对比

时间

ｔ / ｓ

输入

信号 ｕ

优化前台车

位移 ｘ / ｍ

优化后台车

位移 ｘ１ / ｍ
优化前摆角

位移 ｑ / ｒａｄ

优化后摆角

位移 ｑ１ / ｒａｄ

１ ０ ０ ０ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０
３ ０ ０ ０ ０ ０
４ ０ ０ ０ ０ ０
５ ０. ２ ０ ０ ０ ０
６ ０. ２ ０. １９６ ２３７ ９５８ ０. １９５ ７１７ ８２６ －０. ０１７ １１３ ４６１ －０. ０１６ ３３０ ８８７
７ ０. ２ ０. １９９ ９９７ ０７ ０. ２００ ０２９ ６８３ －０. ００３ ５０４ ４２６ －０. ００３ ３１０ ０５５
８ ０. ２ ０. ２００ ０１１ ７８４ ０. １９９ ９３７ ４９４ －０. ０００ ６００ １７５ －０. ０００ ３９７ ４６７
９ ０. ２ ０. ２００ ０１４ ６３５ ０. １９９ ９４４ ９３７ －０. ０００ １２７ ８１３ ２. ５９３ ４２Ｅ －０５
１０ ０. ２ ０. ２００ ０２０ ２９４ ０. １９９ ８８２ ３７２ －６. １９９ ８５Ｅ￣０５ ０. ０００ ２２１ ４９

　 　 由表 １ 可以看出:优化后的摆角位移比优化前更

接近 ０ꎬ摆的镇定效果略有改善ꎬ进一步从仿真结果说

明了原方法优化后保守性的改善ꎮ
计算文献[７]第 ５ 部分提出的摆的镇定和台车

位置调节两个评价指标ꎬ当使用传统方法的控制器

Ｋ０ 优化系统时ꎬ摆的镇定评价值 Ｖ１１ ＝ ０. ４１８ꎬ台车

位置调节的评价值 Ｖ１２ ＝ ２. ２０５ ６ꎻ使用综合方法的

控制器 Ｋ ｏｐｔ优化系统时ꎬ摆的镇定评价值 Ｖ２１ ＝
０. ３９３ １ꎬ台车位置调节的评价值 Ｖ２２ ＝ １. ９７１ ８ꎮ 显

然ꎬ控制器修正后的输出评价值略好于修正前ꎬ说
明了新方法在降低保守性的同时对系统的输出指

标略有改善ꎮ

５. ３　 不同 Ｈ∞算法的 μ 特性比较

本文研究的是 Ｈ∞ 控制的最优算法ꎬ对该最优

算法进行 μ 综合保守性分析ꎬ还有一个重要的步骤

就是将它们与不同干扰抑制水平 γ 的次优 Ｈ∞控制

算法作比较ꎬ重点观察它们在 μ 曲线上的变化ꎮ 为

此ꎬ分别取 γ ＝ ３、２、１、０ . ７ 设计倒立摆的 Ｈ∞次优控

制器ꎬ连入原始系统进行 ４ 次 μ 分析ꎬ绘制 ４ 条 μ
曲线ꎬ与 μ 综合算法优化前后的两个最优控制系统

的 μ 曲线作比较ꎮ 不同 Ｈ∞ 算法的 μ 特性如图 ５
所示ꎮ

观察图 ５(ａ)可以发现:随着 γ 值的减小ꎬ系统在

不同频率下的 μ 值也相应下降ꎬ其中 μ 值的峰值下降

最为明显ꎻ次优算法与最优算法间更清晰比较可由图

５(ｂ)看出:经过优化后的最优系统其 μ 值最小ꎬ与优

化前的最优控制系统相比ꎬ对不确定因素的抑制水平

更高ꎬ进一步揭示了优化前最优算法的保守性ꎬ证明了

μ 综合方法对降低这一保守性所发挥的作用ꎬ该优化
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图 ５　 不同 Ｈ∞算法的 μ 特性

方法合理有效ꎮ

６　 结束语

本文将 μ 分析和 μ 综合理论应用在倒立摆的 Ｈ∞
控制问题中ꎬ从结构奇异值的角度来考虑这一问题ꎬ有
效地修正了单纯利用小增益定理来设计控制器的缺

陷ꎬ弥补了传统 Ｈ∞最优控制方法的不足ꎬ降低了保守

性ꎬ改善了系统的控制性能和输出质量ꎮ
同时ꎬ在运用 Ｄ￣Ｋ 迭代法求解 μ 综合问题时ꎬ本

文使用最优化函数 ｆｍｉｎｃｏｎ来求解形如式(１９)的凸优

化问题ꎬ结果表明ꎬ该方法新颖、效果良好ꎮ
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