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基于最优控制迭代学习算法的收敛性研究∗
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摘要:针对迭代学习控制算法在线性离散系统中的收敛性问题ꎬ建立了直线电机的离散化数学模型ꎬ并将迭代学习控制算法运用到

电机控制系统ꎬ对其稳定性和收敛性进行了研究ꎮ 提出了一种基于最优控制理论的迭代学习控制算法ꎬ利用迭代学习控制的收敛

条件对所提出的控制算法的稳定性和收敛性条件进行了分析ꎬ并在前馈及反馈二自由度控制结构的基础上进行了控制器的设计ꎻ
同时通过对前馈控制力引入一个加权矩阵系数ꎬ提高了基于最优控制理论的迭代学习控制算法的收敛速度ꎬ将其运用到 Ｍａｔｌａｂ 仿

真平台和实际机电控制系统ꎮ 研究结果表明:基于最优控制理论和加权矩阵系数的迭代学习控制算法收敛效果显著ꎬ提高了运动

轨迹跟踪性能ꎮ
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０　 引　 言

迭代学习控制适用于执行重复任务的控制系统ꎬ
不需要被控对象的精确数学模型ꎬ利用信息改善当前

的控制输入信号ꎬ就可以实现有限区间内的完全跟

踪[１￣２]ꎮ 文献[３￣４]对迭代初态与期望初态存在固定偏

移情形下的迭代学习控制问题进行了讨论ꎬ提出带有

反馈辅助项的 ＰＤ 型迭代学习控制算法ꎬ可实现系统

输出对期望轨迹的渐近跟踪ꎮ
李岩等[５]将传统的迭代学习控制时域和频域分

析方法扩展到一类分数阶非线性系统ꎬ提出了一类新

的分数阶迭代学习控制框架并简化了收敛条件ꎬ且证

明了常增益情况下两类分数阶迭代学习控制收敛条件
的等价性问题ꎻ文献[６￣７]提出了基于当前误差和前次

运行误差信息的 Ｐ￣Ｄ 型开闭环迭代学习控制律ꎬ采用



了 λ范数和一系列不等式技术ꎬ通过建立精确数学模

型给出了该学习律收敛的充分条件ꎬ证明了它的收敛

性ꎻＬＵＯ Ｚ 等[８]采用 Ｐ 型迭代学习控制率ꎬ对算法收

敛性和收敛速度进行了分析ꎬ并通过实验对其进行了

验证ꎻ童少伟[９]以线性系统为模型ꎬ以系统响应与期

望响应的差值为反馈ꎬ以二次型性能泛函为目标函数ꎬ
通过迭代学习修正主动控制器控制信号ꎬ并给出了该

方法收敛的充分条件ꎬ但是缺少对算法收敛速度的分

析与研究ꎮ
本文将在上述文献的基础上ꎬ基于最优控制理论以

误差最小和驱动能量最小为性能目标函数ꎬ通过引入一

个加权系数矩阵ꎬ以提高迭代学习算法的收敛速度ꎮ

１　 迭代学习控制

本文将迭代学习控制算法运用到直线伺服系统进

行分析ꎬ假设直线电机在每次迭代时执行时间长度

ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ采样周期为 Ｔｓꎬ输入理想轨迹指令为 ｒｓｅｔꎬ
将信号进行离散化处理ꎬ取 Ｎ ＝ Ｔ / Ｔｓꎬ如第 ｋ次输出信

号为 ｙｋ ＝ [ｙｋ(０)ꎬｙｋ(１)ꎬ􀆺ꎬｙｋ(Ｎ － １)] Ｔꎮ 其中ꎬ
ｙｋ( ｊ)—第 ｋ 次迭代时ꎬ输出信号 ｙｋ 的第 ｊ ＋ １ 个元素ꎻ
ｙｋ—时域离散化向量ꎮ不考虑非线性因素的影响ꎬ则直

线电机运动控制系统的时不变离散状态空间表达式为:

Ｇ( ｊ):　 ｘ( ｊ ＋ １) ＝ Ａｘ( ｊ) ＋ Ｂｕ( ｊ)
ｙ( ｊ) ＝ Ｃｘ( ｊ) ＋ Ｄｕ( ｊ){ (１)

则第 ｋ 次迭代时输入输出关系为:

ｙｋ(０)
⋮

ｙｋ(Ｎ － １)
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

Ｄ ０ 􀆺 ０
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(２)
式中:Ｈ—脉冲传递函数矩阵ꎬＨ∈ ＲＮ×Ｎꎻｕｋ—有限离

散控制输入指令ꎬｕｋ ＝ [ｕ(０)ꎬ􀆺ꎬｕ(Ｎ － １)] Ｔꎻｙｋ—有

限离散系统输出信号ꎬｙｋ ＝ [ｙ(０)ꎬ􀆺ꎬｙ(Ｎ － １)] Ｔꎬｋ
代表迭代次数ꎮ

若控制系统误差为:
ｅｋ ＝ ｒｓｅｔ － ｙｋ (３)

采用如下迭代学习算法:
ｕｋ＋１( ｔ) ＝ Ｑ[ｕｋ( ｔ) ＋ Ｌｅｋ( ｔ)] (４)

式中:Ｑ∈ ＲＲ ｎ×ｎꎬＬ∈ ＲＲ ｎ×ｎꎬｕｋ ∈ ＲＲ ｎꎬｅｋ ∈ ＲＲ ｎꎮ
基于式(４) 迭代学习控制结构如图 １ 所示ꎮ

图 １　 迭代学习控制框图

２　 控制器的设计

２. １　 稳定性和收敛性分析

假设矩阵 Ａ∈ ＲＲ ｎ×ｎꎬ则矩阵ＲＲ谱半径定义为:
ρ(Ａ) ＝ ｍａｘ

ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ
｜ ζｉ(Ａ) ｜ (５)

式中:ζｉ(Ａ)—矩阵 Ａ 的第 ｉ 个特征值ꎮ
矩阵 Ａ 最大奇异值定义为:

􀭺σ(Ａ) ＝ ρ(ＡＴＡ) (６)
由式(３ꎬ４) 可得出:

ｕｋ＋１ ＝ Ｑ(Ｉ － ＬＨ)ｕｋ ＋ ＱＬｒｓｅｔ (７)
根据线性系统理论及迭代学习控制系统的稳定性

及渐进收敛条件可知ꎬ图 １ 所示的迭代学习控制结构

的稳定性条件为:
ρ(Ｑ(Ｉ － ＬＨ)) < １ (８)

渐近收敛条件为:
􀭺σ(Ｑ(Ｉ － ＬＨ)) < １ (９)

根据矩阵论知识可知ꎬ结合式(８ꎬ９) 可得出:
ρ(Ｑ(Ｉ － ＬＨ)) < 􀭺σ(Ｑ(Ｉ － ＬＨ)) < １ (１０)

其在频域的收敛性条件也可表达为:
｜ １ － Ｌ(ｅｊω)Ｈ(ｅｊω) ｜ < ｜ Ｑ －１(ｅｊω) ｜ 　 ∀ω(１１)
此时迭代学习控制系统是稳定且渐进收敛的ꎮ

２. ２　 控制器的设计

采用前馈及反馈二自由度控制结构如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 二自由度控制系统结构图

Ｃ( ｓ)— 反馈控制器保证系统闭环稳定ꎻＧ( ｓ)— 被控对

象ꎻｒｓｅｔ( ｔ)— 理想轨迹ꎻｅ( ｔ)— 轨迹跟踪误差ꎻｕｂ( ｔ)— 反馈

控制器输出指令ꎻｕｆ( ｔ)— 前馈控制指令ꎻｕ( ｔ)— 被控制对

象 Ｇ( ｓ) 指令信号ꎻω( ｔ)— 扰动信号ꎻｙ( ｔ)— 系统输出

本研究在反馈控制器设计稳定的基础上加入迭代

学习控制算法ꎬ对前馈控制信号进行迭代修正ꎬ采用二

自由度控制策略及迭代学习控制双回路控制系统结构

如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 迭代学习控制系统结构图
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根据最优控制理论设定迭代学习控制算法的性能

目标函数为:
􀭰Ｊｋ＋１ ＝ ｅＴｋ＋１Ｗｅｅｋ＋１ ＋ ｕＴｋ＋１Ｗｕｕｋ＋１ (１２)

式中:ＷｅꎬＷｕ—两个半正定加权矩阵ꎮ
将式(３) 代入式 (１２)ꎬ求目标函数极小值ꎬ令

∂􀭰Ｊｋ＋１ / ∂ｕｋ＋１ ＝ ０ꎬ即:
∂􀭰Ｊｋ＋１

∂ｕｋ＋１
＝ (ＨＴＷｅＨ)ｕｋ＋１ ＋ (ＨＴＷｅＨ) Ｔｕｋ＋１ －

(Ｈｕｋ＋１) ＴＷｅＨ{ }Ｔ － ＨＴＷｅＨｕｋ＋１ ＋
Ｗｕｕｋ＋１ ＋ ＷＴ

ｕｕｋ＋１ ＝ ０ (１３)
经推导求得:

－ ＨＴＷｅｅｋ＋１ ＋ Ｗｕｕｋ＋１ ＝ ０ (１４)
将式(３) 代入式(１４)ꎬ可得:

ｕｋ＋１ ＝ (Ｗｕ ＋ ＨＴＷｅＨ) －１(ＨＴＷｅＨ) ×
(ｕｋ ＋ (ＨＴＷｅＨ) －１ＨＴＷｅｅｋ) (１５)

结合式(４) 和式(１５) 可得出 ＱꎬＬ 的表达式如下

所示:
Ｑ ＝ (Ｗｕ ＋ ＨＴＷｅＨ) －１(ＨＴＷｅＨ)
Ｌ ＝ Ｈ －１{ (１６)

令 Ｗｅ ＝ ＩꎬＷｕ ＝ ρ􀅰Ｉ(ρ > ０)ꎬ则式(１６) 在频域

的表达式为:

Ｑ( ｚ) ＝ Ｐ( ｚ)Ｐ( ｚ －１)
ρ ＋ Ｐ( ｚ)Ｐ( ｚ －１)

Ｌ( ｚ) ＝ Ｐ －１( ｚ)
{ (１７)

式中:Ｐ( ｚ)—输入为ｕｆ( ｔ)ꎬ输出为 ｙ( ｔ)的系统对象模

型(Ｐ( ｚ) ＝ Ｇ( ｚ) / (１ ＋ Ｃ( ｚ)Ｇ( ｚ)))ꎮ
结合式(３) 和式(１４)ꎬ经推导可得出:

Ｅ∞ (ｅ
ｊω) ＝ ρ

ρ ＋｜ Ｐ(ｅｊω) ｜ ２
Ｅ０(ｅｊω) (１８)

式中:Ｅ０—未迭代前的轨迹误差ꎮ
由式(１８) 可知ꎬρ 的值会对迭代学习算法收敛误

差有所影响ꎬ随着 ρ 的增加ꎬＥ∞ 的值逐渐增加ꎮ

３　 仿真与实验

３. １　 仿真分析

本研究采用 Ｍａｔｌａｂ / ｓｉｍｕｌｉｎｋ 对上述迭代学习控

制算法进行仿真ꎮ仿真时理想轨迹采用三阶 Ｓ 型点到

点轨迹规划进行轨迹规划ꎬ生成位移轨迹为加速度连

续变化三阶位移曲线ꎮ规划参数分别为:ｓ ＝ ０. ０５ ｍꎬ
ｖｍａｘ ＝ ０. ２ ｍ / ｓꎬａｍａｘ ＝ １０ ｍ / ｓ２ꎬｊｍａｘ ＝ ３ ０００ ｍ / ｓ３ 验证

算法性能ꎮ
轨迹规划曲线如图 ４ 所示ꎮ
仿真对象采用通过对直线电机平台辨识的模型ꎬ

如下式所示:

图 ４　 仿真所用三阶 Ｓ型点到点轨迹

Ｇ( ｓ) ＝ １
２４ｓ２ ＋ ９ ２５８ ｓ

× ５. ２
ｓ２ ＋ ９７. ５ ｓ ＋ ４９ ５２４

(１９)
反馈控制器采用 ＰＩＤ 控制器构成闭环系统ꎬ其参

数分别为:Ｋｐ ＝ ４５３ ６７７ꎬＫ ｉ ＝ ５６ ８０７ ６７８ꎬＫｄ ＝ ０ꎬ
Ｗｅ ＝ Ｉꎬ采用图 ３所示的迭代学习控制结构进行仿真ꎬ
此处不考虑外界干扰对系统的影响(即默认ω(ｔ) ＝ ０)ꎮ

加权矩阵系数 ρ 对迭代学习控制算法收敛速度的

影响曲线如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 ρ 对收敛速度的影响曲线

从图 ５中可以看到:当 ρ ＝ ０. ００１ꎬ收敛速度最快ꎬ
收敛误差二范数为 ０. ０１１ꎬ随着 ρ的增加迭代学习算法

收敛速度逐渐减小ꎬ同时迭代终值收敛逐渐增大ꎮ
ρ 对迭代学习控制算法稳定性的影响曲线如图 ６

所示ꎮ

图 ６　 ρ 对迭代学习稳定性的影响曲线

从图 ６中可以看到:当 ρ ＝ ０.００１时ꎬ ｜ Ｑ(１ － ＬＨ) ｜
幅值最大ꎬ其对应的稳定性范围越小ꎬ随着 ρ 的增加ꎬ
算法的稳定性范围越大ꎬ即算法鲁棒性越强ꎮ综上分析
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可知ꎬ当 ρ ＝ ０. ０００ １ 时ꎬ对收敛速度的影响与 ρ ＝
０. ００１ 时的结果相似ꎬ同时为了保证迭代学习算法的

鲁棒性ꎬ因此ꎬρ 的选择是算法鲁棒性与收敛速度之间

的一种折衷ꎬ仿真时参数选择为Ｗｅ ＝ ＩꎬＷｕ ＝ １０ －３􀅰Ｉꎮ
迭代前后误差曲线对比图如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 迭代前后误差曲线对比图

图 ７ 中实线为未采用迭代学习控制之前的轨迹误

差曲线ꎬ点线、点画线分别为第一次迭代、第三次迭代

后的轨迹误差曲线(图中虚线为按一定比例缩小的加

速度曲线)ꎮ从图 ７中可以看出:没有进行迭代时ꎬ轨迹

误差数量级为 １０ －３ ｍꎬ第一次、三次迭代之后误差数量

级分别为 １０ －４ ｍ和 １０ －６ ｍꎮ
误差的目标函数曲线随迭代次数的变化曲线如图

８ 所示ꎮ

图 ８　 迭代目标函数曲线

从图 ８ 中可以看出第二次迭代之后目标函数基本

不变ꎬ与图 ７ 的结论一致ꎬ收敛效果显著ꎮ
３. ２　 实验验证

本文的试验平台为两个直线电动机构成的 Ｘ － Ｙ
运动平台ꎬ如图 ９ 所示ꎮ

图 ９　 直线电机实验平台

两个直线电动机均采用 Ｂａｌｄｏｒ公司的 ＬＭＣＦ０２Ｃ￣ＨＣＯꎬ

电动机的连续推力为 ５８ Ｎꎬ峰值推力为 １７３ Ｎꎬ直线电

动机的运动位置由 ＧＳＩ公司分辨率为 ０. ５ μｍ 的光栅

尺测量ꎬ 读数头型号为 ＭＩＩ１６００￣４０ꎮ 伺服驱动器为

Ｂａｌｄｏｒ 公司的 ＦＭＨ２Ａ０３ＴＲ￣ＥＮ２３ꎬ采用电流控制方

式ꎮ由于位于上层直线电动机具有相对较低的惯量ꎬ为
了验证高速高精性能ꎬ实际试验时采用下层直线电动

机锁死ꎬ只对上层直线电动机进行试验ꎮ
实际直线伺服平台控制器与仿真结构相同ꎬ实验

所采用和仿真相同三阶 Ｓ 型点到点轨迹ꎮ运行时间为

０. ５ ｓꎬ伺服周期为０. ０００ ５ ｓꎬ迭代次数为１０次ꎬ实验采

用和仿真相同控制结构ꎮ
本文采用Ｍａｔｌａｂ与Ｃ混合编程模式ꎬ利用白噪声获

得闭环对象的输入输出响应ꎬ再通过Ｍａｔｌａｂ系统辨识工

具箱进行滤波之后经过辨识获得Ｐ(ｚ)的ＡＲＸ模型[１０]:
Ａ( ｚ)ｙ( ｔ) ＝ Ｂ( ｚ)ｕ( ｔ) ＋ ｅ( ｔ) (２０)

其中ꎬ
Ａ(ｚ) ＝ １ － ５.１５２ｚ－１ ＋ １２.６１ｚ－２ － １９.３１ｚ－３ ＋ ２０.３３ｚ－４ －
１５.０８ｚ－５ ＋ ７.６７２ｚ－６ － ２.４３１ｚ－７ ＋ ０.３６３２ｚ－８ꎬ
Ｂ(ｚ) ＝ － １.４０５ × １０－９ ＋ ４.９９８ × １０－９ｚ－１ －
３.６５８ × １０－９ｚ－２ ＋ １.７６９ × １０－９ｚ－３ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２１)
反馈控制器采用 ＰＩＤ控制器ꎬ其参数如表 １所示ꎮ

表 １　 控制器参数

参数 数值 参数 数值

Ｋｐ ５５ ０００ Ｗｕ １０ －３ × Ｉ
Ｋｉ １０ Ｗｅ Ｉ
Ｋｄ ５０

　 　 此时令 Ｗｅ ＝ Ｉꎬ则 ρ 对迭代学习收敛速度的影响

曲线如图 １０ 所示ꎮ

图 １０　 ρ 对收敛速度的影响曲线

图１０为加权矩阵系数 ρ对迭代学习控制算法收敛

速度的影响曲线ꎬ从图 １０ 中可以看到:当 ρ ＝ ０. ００１
时ꎬ收敛速度最快ꎬ收敛误差二范数约为 ０. ００１ꎬ随着 ρ
的增加迭代学习算法收敛速度逐渐减小ꎬ同时迭代收

敛误差逐渐增大ꎮ
ρ 对迭代学习控制算法稳定性的影响曲线如图 １１

所示ꎮ
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图 １１　 ρ 对迭代学习稳定性的影响曲线

从图１１中可以看到:当 ρ ＝ ０. ００１时ꎬ ｜ Ｑ(１ － ＬＨ)
｜ 幅值最大ꎬ其对应的稳定性范围越小ꎬ随着ρ 的增加ꎬ
算法的稳定性范围越大ꎬ即算法鲁棒性越强ꎮ

迭代前后误差曲线对比图如图 １２ 所示ꎮ

图 １２　 迭代前后误差曲线对比图

图 １２ 中实线为未进行迭代之前的轨迹误差曲线ꎬ
点画线、虚线分别为第三次迭代、第五次迭代后的轨迹

误差曲线(图中点线为按一定比例缩小的加速度曲

线)ꎬ在进行迭代 ５ 次之后ꎬ匀速期(即:０. ０５ ｓ—０. ２７ ｓ
期间)误差得到了明显的收敛ꎮ

迭代目标函数曲线图如图 １３ 所示ꎮ

图 １３　 迭代目标函数曲线图

从图 １３ 的目标函数曲线可以看出ꎬ误差在进行 ５
次迭代之后基本上保持不变的趋势ꎮ 由于实际直线电

机平台存在一些非周期性扰动、辨识误差以及摩擦力

　

等非线性因素的影响ꎬ误差没有完全收敛到零ꎬ但是通

过实验充分验证了将本文提出的迭代学习控制算法运

用到直线电机中ꎬ并且通过引入加权矩阵系数提高了

算法的收敛速度ꎮ

４　 结束语

基于最优控制理论ꎬ本文对迭代学习控制的收敛

性进行了分析ꎬ引入加权矩阵系数ꎬ增强了算法的鲁棒

性和收敛速度ꎬ并通过仿真和实际电动机平台试验ꎬ验
证了本文算法的正确性ꎻ

实验结果表明:本文算法针对匀速段的收敛效果

显著ꎬ提高了直线电机的运动精度ꎮ 但是加减速段的

收敛效果并不理想ꎬ经过对其轨迹误差频谱进行分析

发现ꎬ直线电机在加减速阶段存在一个 ３６ Ｈｚ 左右的

扰动信号ꎬ因此ꎬ关于加减速段的收敛效果有待进一步

研究ꎮ
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