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摘要:针对零件曲线曲面加工过程中ꎬ传统插补方法逼近误差大和速度进给波动大等众多缺点ꎬ对 ＮＵＲＢＳ 曲线的插补原理、速度规

划、插补参数计算等方面进行了研究ꎬ对弓高误差、法向加速度、进给加速度过大的情况进行了考虑ꎬ提出了一种基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法的

新型 ＮＵＲＢＳ 曲线插补算法ꎬ对基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法线性递推得到的参数预估公式进行了具体说明ꎬ对基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 的参数校正机理进

行了详细阐述ꎬ最后使用 Ｍａｔｌａｂ 软件对此插补算法进行了实例仿真ꎮ 研究结果表明ꎬ该算法简化了参数插补的计算ꎬ保证了插补的

实时性ꎻ同时提高了插补精度ꎬ在限制加速度及速度波动方面具有很好的效果ꎮ
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０　 引　 言

在高速高精度的现代加工业中ꎬ传统的计算机数

字控制(ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｔｒｏｌꎬ ＣＮＣ)系统需将零

件曲线曲面离散成大量的微小线段或圆弧ꎬ然后进行

直线插补或圆弧插补的方法所带来的缺点愈发突出ꎬ
表现为程序代码量大、程序传输负载大、逼近误差大、
速度进给波动大和加工效率低等ꎮ 相比而言ꎬＮＵＲＢＳ
(ｎｏｎ￣ｕｎｉｆｏｒｍ ｒａｔｉｏｎａｌ Ｂ￣ｓｐｌｉｎｅｓ)曲线插补能够克服上

述缺点[１]ꎬ具有重要的研究意义ꎮ



ＮＵＲＢＳ 曲线插补分为参数插补与轨迹计算两个

过程ꎮ 首先ꎬ参数插补在第 ｉ 个插补周期内根据期望

步长 ΔＬ^ｉꎬ求得下一个插补点的参数 ｕｉ ＋ １ꎻ然后轨迹计

算将插补点的参数 ｕｉ ＋ １代入 ＮＵＲＢＳ 曲线方程中ꎬ得到

三维空间里的新插补点的坐标ꎮ
传统的参数插补方法采用一阶 Ｔａｙｌｏｒ 展开法计算

插补点的参数 ｕｉ ＋ １
[２]ꎬ截断误差比较大ꎬ会造成比较大

的进给速度波动ꎮ 而二阶 Ｔａｙｌｏｒ 展开法在计算插补参

数的过程中[３]ꎬ会涉及到复杂的一阶、二阶导数计算ꎬ
无法使插补的实时性得到保证ꎮ 游有鹏等[４] 率先使

用差分替代微分的方法ꎬ代入插补点参数的 Ｔａｙｌｏｒ 展
开式ꎬ推出插补点参数的递推估算公式ꎬ降低了计算

量ꎬ但牺牲了精度ꎮ 刘新山等[５] 提出了一种基于阿当

姆斯微分方程的 ＮＵＲＢＳ 曲线实时插补算法ꎬ通过合

理简化与近似ꎬ 保证了算法的实时性ꎮ 但其存在迭代

精度不高、速度波动率大等缺点ꎬ且无法防止进给方向

加速度过大ꎮ 任杰青等[６] 利用 Ｍｕｌｌｅｒ 法迭代计算满

足进给步长要求的插补参数ꎬ避免了复杂求导运算ꎬ降
低了速度波动率ꎮ 但该方法每次计算均涉及到二次方

程的求解ꎬ且未考虑进给方向加速度过大的情况ꎮ
笔者在以上研究的基础上ꎬ提出基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法

的新型 ＮＵＲＢＳ 曲线插补算法ꎮ 该算法首先进行速度

规划ꎬ得到期望进给步长ꎬ约束弓高误差ꎬ限制法向以

及进给方向的加速度ꎬ保证加工精度ꎻ然后以基于

Ｈａｍｍｉｎｇ 法的简单线性递推得到插补参数的预估值ꎻ
最后用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 线性插值进行迭代得到插补参数最终

的校正值ꎮ

１　 ＮＵＲＢＳ 曲线简介

一条 ｋ 次 ＮＵＲＢＳ 曲线可以表示为一分段有理多

项式矢函数[７]:

ｐ(ｕ) ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉｄｉＮｉꎬｋ(ｕ)

∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉＮｉꎬｋ(ｕ)

(１)

式中:ｄｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ. . .ꎬｎ)— 控制顶点ꎬ顺序连接成控制

多边形ꎻｗ ｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ. . .ꎬｎ)—权或权因子ꎬ分别与控制

顶点 ｄｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ. . .ꎬｎ) 相联系ꎮ
首末权因子 ｗ０ > ０ꎬｗ１ > ０ꎬ而其余的权因子 ｗ ｉ( ｉ

＝ １ꎬ. . .ꎬｎ － １) ≥０ꎬ且顺序 ｋ个权因子不同时为零ꎬ以
防止分母为零、保留凸包性质及曲线不致因权因子而

退化为一点ꎮ
Ｎｉꎬｋ(ｕ)( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ. . .ꎬｎ) 由节点矢量 Ｕ ＝ [ｕ０ꎬ

ｕ１ꎬ. . .ꎬｕｎ＋ｋ＋１] 按 ｄｅ Ｂｏｏｒ￣Ｃｏｘ 递推公式决定的 ｋ 次规

范 Ｂ 样条基函数ꎮｄｅ Ｂｏｏｒ￣Ｃｏｘ 递推公式:

Ｎｉꎬ０ ＝
１ꎬｕｉ ≤ ｕ ≤ ｕｉ ＋１

０ꎬ其他
{

Ｎｉꎬｋ(ｕ) ＝
ｕ － ｕｉ

ｕｉ ＋ｋ － ｕＮｉꎬｋ－１(ｕ) ＋

ｕｉ ＋ｋ＋１ － ｕ
ｕｉ ＋ｋ＋１ － ｕｉ ＋１

Ｎｉ ＋１ꎬｋ－１(ｕ)

规定 ０
０ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(２)

对于非周期ＮＵＲＢＳ曲线ꎬ常将两端节点的重复度

取为 ｋ ＋ １ꎬ即 ｕ０ ＝ ｕ１ ＝ . . . ＝ ｕｋꎬｕｎ＋１ ＝ ｕｎ＋２ ＝ . . . ＝
ｕｎ＋ｋ＋１ꎮ且在大多数实际运用里ꎬ端点值分别取为 ０ 和 １ꎮ
即 ｕ０ ＝ ｕ１ ＝ . . . ＝ ｕｋ ＝ ０ꎬｕｎ＋１ ＝ ｕｎ＋２ ＝ . . . ＝ ｕｎ＋ｋ＋１ ＝
１ꎮ因此ꎬｕ ∈ [ｕｋꎬｕｎ＋１] ＝ [０ꎬ１]ꎮ

２　 ＮＵＲＢＳ 曲线插补的速度规划

ＮＵＲＢＳ 曲线插补首先需解决速度规划问题ꎮ插补

过程中ꎬ进给步长由进给速度和插补周期确定ꎮ一般来

说ꎬ同一条 ＮＵＲＢＳ 曲线的插补周期相同ꎬ 因此对

ＮＵＲＢＳ 曲线插补进行对速度规划相当于进行进给步

长规划ꎮ在没有其他任何限制条件的情况下ꎬ进给步长

为:
ΔＬｉꎬ１ ＝ ｖｍａｘＴ (３)

式中:ｖｍａｘ— 最大进给速度ꎮ
为了降低误差ꎬ避免加速度造成的冲击过大ꎬ期望

进给步长 ΔＬｉ 应将弓高误差、法向加速度及进给加速

度等方面均考虑在内[８]ꎮ

２. １　 弓高误差约束

由于 ＮＵＲＢＳ 曲线插补利用进给步长为单位的直

线段逼近实际曲线ꎬ研究者需考虑以直代曲造成的弓

高误差ꎮ
受最大弓高误差 ｈｍａｘ 约束的步长为[９]:

ΔＬｉꎬ２ ≈ ８ρｉδｍａｘ (４)
式中:ρｉ— 当前插补参数 ｕｉ 处的曲率半径ꎮ

为避免计算 ρｉꎬ将公式(４) 转化为:

ΔＬｉꎬ２ ≈
ｈｍａｘ

ｈ^ｉ
ΔＬ^ｉ (５)

式中:ｈ^ｉ— 预估插补参数对应的弓高误差ꎬΔＬ^ｉ— 预估

进给步长ꎮ
为避免求 ｈ^ｉ 涉及到复杂的导数计算ꎬ且预估进给

步长 ΔＬ^ｉ 相对于曲线的曲率半径要小太多ꎬ本研究采

用曲线段中点与该段弦线中点的直线距离近似替代弓

高误差 ｈ^ｉꎬ即:
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ｈ^ｉ ＝ ｐ(ｕｉ) ＋ ｐ( ｕ^ｉ ＋１)
２ － ｐ ｕｉ ＋ ｕ^ｉ ＋１

２
æ
è
ç

ö
ø
÷ (６)

式中:ｕ^ｉ ＋１— 下一插补周期的插补参数预估值ꎮ

２. ２　 法向加速度约束

最大法向加速度 ａＮｍａｘ 约束步长 ΔＬｉꎬ３ 为:

ΔＬｉꎬ３ ＝ Ｔ ａＮｍａｘρｉ (７)
同样为避免计算 ρｉꎬ将公式(７) 转化为:

ΔＬｉꎬ３ ＝ Ｔ
ａＮｍａｘ

８ｈｍａｘ
Δｌｉꎬ２ (８)

期望进给步长ΔＬｉ 为ΔＬｉꎬ１、ΔＬｉꎬ２、ΔＬｉꎬ３ 三者中的最

小值ꎬ即:
ΔＬｉ ＝ ｍｉｎ{ΔＬｉꎬ１ꎬΔＬｉꎬ２ꎬΔＬｉꎬ３} (９)

此时ꎬΔＬｉ 已经满足弓高误差和法向加速度的约

束ꎬ但是进给加速度并没有得到限制ꎬ故需对上述 ΔＬｉ

进行处理ꎮ

２. ３　 进给加速度约束

为了使进给加速度不超过允许范围[１０]ꎬ当处于加

速阶段时ꎬ 期望进给步长必须满足 Δｌｉ － Δｌｉ －１ ≤
Ｔ２ａτｍａｘꎻ当处于减速阶段时ꎬ期望进给步长必须满足

Δｌｉ － Δｌｉ －１ ≥－ Ｔ２ａτｍａｘꎮ
对期望进给步长具体处理为:
(１) 当 Δｌｉ － Δｌｉ －１ ≥ Ｔ２ａτｍａｘ 时ꎬ令 Δｌｉ ＝ Δｌｉ －１ ＋

Ｔ２ａτｍａｘꎮ
(２) 当 Δｌｉ － Δｌｉ －１ ≤ － Ｔ２ａτｍａｘ 时ꎬ以此时 Ａ 点的

期望进给步长 ΔＬ ｉ 作为曲线加工的起始步长ꎬ 以

－ Ｔ２ａτｍａｘ 的步长变化量向前追溯ꎬ直到找到一插补点

Ｂꎬ使 得 Ｂ 点 与 其 前 一 插 补 点 的 步 长 差 不 小 于

－ Ｔ２ａτｍａｘꎮ以 Ｂ 点为起始点ꎬ以 ａτｍａｘ 为加速度进行减

速运动ꎬ对期望进给步长进行重新规划ꎬ直到 Ａ 点

为止ꎮ
综上所述ꎬ得到最终的期望进给步长 ΔＬｉꎮ随后就

可计算与期望进给步长 ΔＬｉ 相适应的下一个插补点参

数 ｕｉ ＋１ꎮ

３　 基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法的插补参数计算

本研究提出基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法的新型插补算法用

于计算 下 一 插 补 点 的 参 数 ｕｉ ＋１ꎮ 该 算 法 通 过 对

Ｈａｍｍｉｎｇ 方法计算公式进行差分代微分处理ꎬ彻底回

避了导数的求解ꎬ大大减低了计算量ꎬ满足了插补的实

时性要求ꎮ同时本研究通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 一次线性插值公

式的合理运用ꎬ极大地提高了校正效率ꎬ进而提高了插

补精度ꎬ减低了速度波动率ꎮ

３. １　 基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法的参数预估

根据文献[１１]ꎬＨａｍｍｉｎｇ 方法计算公式为:

ｙｎ＋１ ＝ １
８ (９ｙｎ － ｙｎ－２) ＋

３
８ ｈ(ｙ′ｎ＋１ ＋ ２ｙ′ｎ － ｙ′ｎ－１) (１０)

式中:ｈ—ｎ － １ 时刻与 ｎ 时刻之间的步长ꎻｙ′ｎ＋１ꎬｙ′ｎꎬ
ｙ′ｎ＋１—ｎ ＋ １、ｎ、ｎ － １ 时刻 ｙ 的一阶导数ꎮ

令 ｙｎ＋１ ＝ ｕｉ ＋１ꎬｙｎ ＝ ｕｉꎬｙｎ－１ ＝ ｕｉ －１ꎬｈ ＝ Ｔꎬｙ′ｎ＋１ ＝
ｕ̇ｉ ＋１ꎬｙ′ｎ ＝ ｕ̇ｉꎬｙ′ｎ－１ ＝ ｕ̇ｉ －１ꎬ则公式(１０) 转化为:

ｕｉ ＋１ ＝ １
８ (９ｕｉ － ｕｉ －２) ＋

３
８ Ｔ( ｕ̇ｉ ＋１ ＋ ２ｕ̇ｉ － ｕ̇ｉ －１) (１１)

本研究利用一阶前向差分、后向差分结合代替一

阶微分的方法对式进行简化来避免复杂的隐式方程求

解及导数运算ꎬ保证插补的实时性ꎮ为了减小差分代替

微分的过程中引起的误差ꎬ笔者运用不同的前后差分

组合来得到两个参数递推预估公式ꎬ得到下一个插补

点的两个预估参数:
ｕ^ｉ ＋１ꎬ１ ＝ ３ｕｉ － ３ｕｉ －１ ＋ ｕｉ －２ (１２)

ｕ^ｉ ＋１ꎬ２ ＝ １
５ (９ｕｉ － ３ｕｉ －１ － ｕｉ －２) (１３)

３. ２　 插补点参数的校正

本研究将预估的插补点参数 ｕ^ｉ ＋１ꎬ１、ｕ^ｉ ＋１ꎬ２ 分别代入

ＮＵＲＢＳ 曲线方程可计算出三维空间预估的新插补点ꎬ
从而得到预估进给步长 ｕ^ｉ ＋１ꎬ１、ｕ^ｉ ＋１ꎬ２ꎮ由于没有对弓高

误差、法向加速度和进给加速度进行监控ꎬ难以保证插

补精度ꎬ需要对预估插补参数进行校正ꎮ
本研究采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 一次线性插值公式得到插

补点参数 ｕ^ｉ ＋１:

ｕ^ｉ ＋１ ＝ ｕ^ｉ ＋１ꎬ１ ＋
ｕ^ｉ ＋１ꎬ１ － ｕ^ｉ ＋１ꎬ２

ΔＬ^ｉꎬ１ － ΔＬ^ｉꎬ２
(ΔＬ^ｉ － ΔＬ^ｉꎬ１) (１４)

对应的预估进给步长为:
ΔＬ^ｉ ＝ ｐ( ｕ^ｉ ＋１) － ｐ(ｕｉ) ＝

( ｘ^ｉ ＋１ － ｘｉ) ２ ＋ ( ｙ^ｉ ＋１ － ｙｉ) ２ ＋ ( ｚ^ｉ ＋１ － ｚｉ) ２ (１５)
Ｌａｇｒａｎｇｅ 一次线性插值可回避传统方法中由于插

补点之间的参数增量与进给步长不成固定比例所引起

的误差ꎬ提升校正的效果[１２]ꎮ
预估校正得到的进给步长 ΔＬ^ｉ 和期望进给步长

ΔＬｉ 之间的偏差 δｉ 可用下式进行评定:

δｉ ＝ ΔＬ^ｉ － ΔＬｉ

ΔＬｉ

(１６)

本研究从 ｕ^ｉ ＋１ꎬꎬｕ^ｉ ＋１ꎬ１ꎬｕ^ｉ ＋１ꎬ２
{ }中选择更靠近 ｕｉ ＋１ 的
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两点为新的 ｕ^ｉ ＋１ꎬ１ 和 ｕ^ｉ ＋１ꎬ２ꎬ进行迭代校正ꎮ直到满足偏差

在允许范围内或者迭代到指定次数等条件时ꎬ结束对预

估插补点参数 ｕ^ｉ ＋１ 的校正ꎬ得到最终的插补点参数 ｕｉ ＋１ꎮ

４　 实验及结果分析

为评估本研究所提出的插补算法的正确性和有效

性ꎬ笔者采用 Ｍａｔｌａｂ 软件对 ＮＵＲＢＳ 曲线进行仿真分

析ꎮ 同时为了进一步说明该算法的优越性ꎬ本研究在

Ｍａｔｌａｂ 仿真实验中将该算法与已有算法进行比较分析ꎮ
所选 ＮＵＲＢＳ 曲线参数如表 １ 所示ꎮ

表 １　 ＮＵＲＢＳ 曲线参数

参数名称 数值

控制顶点 ｄ / ｍｍ
(０ꎬ０)ꎬ( － １５０ꎬ － １５０)ꎬ( － １５０ꎬ１５０)ꎬ
(０ꎬ０)ꎬ(１５０ꎬ － １５０)ꎬ(１５０ꎬ１５０)ꎬ(０ꎬ０)

节点矢量 ｕ (０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０. ２５ꎬ０. ５ꎬ０. ７５ꎬ１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)
权重 ｗ (１ꎬ１０ꎬ１０ꎬ１ꎬ１０ ꎬ１０ꎬ１)
次数 ｋ ３

　 　 ＮＵＲＢＳ 曲线如图 １ 所示ꎮ

图 １　 ＮＵＲＢＳ 曲线

同时笔者设定在插补 ＮＵＲＢＳ 曲线时各项参数ꎬ
如表 ２ 所示ꎮ

表 ２　 ＮＵＲＢＳ 曲线插补参数

ＮＵＲＢＳ 曲线插补参数名称 参数值

最大进给速度 ｖｍａｘ / (ｍｍｓ － １) ３００
插补周期 Ｔ / ｍｓ １

最大允许弓高误差 ｈｍａｘ / μｍ １
最大允许法向加速度 ａｎｍａｘ / (ｍｍｓ － ２) ４ ９００
最大允许进给加速度 ａτｍａｘ / (ｍｍｓ － ２) ２ ４００

　 　 仿真实验首先测试插补进给速度曲线以及弓高误

差曲线ꎮ 本研究算法保证了进给速度在最大进给速度

３００ ｍｍ / ｓ 的范围内ꎬ且满足弓高误差最大为 １ μｍ 的

要求ꎮ
该实验进一步以文献[１３]中的自适应预估校正

算法作为对比ꎬ测试本研究算法在控制速度波动以及

减小进给方向加速度方面的表现ꎮ
实验进给速度曲线如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 进给速度曲线

弓高误差曲线如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 弓高误差曲线

从对比实验可知ꎬ在插补过程中ꎬ本研究算法将最

大进给加速度绝对值减小至 ２ ４００ ｍｍ / ｓ２ꎮ 文献[１３]算
法的最大进给加速度绝对值达到约４ ４９３ ｍｍ / ｓ２ꎮ 与文

献[１３]算法相比ꎬ本研究算法将最大进给加速度减小了

４６. ６％ꎬ证明了其能有效地抑制冲击ꎬ提高插补精度ꎮ
本研究算法进给加速度曲线如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 本研究算法进给加速度曲线

文献[１３]算法进给加速度曲线如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 文献[１３]算法进给加速度曲线
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两种算法均只对期望进给步长校正一次ꎮ 本研究

算法将速度波动率控制在 ０. ００５％ 的范围内ꎬ而文献

[１３]算法只能将速度波动率控制在 ０. ０１５％内ꎮ 由此

可得出结论ꎬ在控制进给速度波动方面ꎬ本研究算法较

文献[１３]算法降低了 ２ 倍ꎬ具有更好的表现ꎬ使用本

研究算法和文献[１３]算法进行插补时ꎬ速度波动率变

化曲线图如图 ６、图 ７ 所示ꎮ

图 ６　 本研究算法速度波动率曲线

图 ７　 文献[１３]算法速度波动率曲线

５　 结束语

本研究提出了基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法的新型参数预估

－校正 ＮＵＲＢＳ 曲线插补算法ꎮ 该算法首先进行速度

规划ꎬ得到期望进给步长ꎬ约束弓高误差ꎬ限制法向及

进给方向的加速度ꎬ以保证精度ꎮ 将基于 Ｈａｍｍｉｎｇ 法

的简化公式线性递推得到插补参数的预估值ꎻ并用

Ｌａｇｒａｎｇｅ 线性插值进行迭代得到插补参数最终的校

正值ꎮ
仿真结果表明ꎬ该算法大大简化了参数插补的计

　

算ꎬ保证了插补的实时性ꎬ同时提高了插补精度ꎬ并对

加速度过大及速度波动进行了限制ꎬ具有良好的效果ꎮ
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