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摘要：针对国内压缩传感理论（CS）尚处于起步以及理论研究阶段，为深入阐述该理论及对其实践应用性进行探索，将压缩传感理论

从信号的稀疏表示、编码测量以及重构算法3个方面展开了较为详细的论述，并深入地阐述了重构算法中具有代表性的匹配追踪、

正交匹配追踪、正则化正交匹配追踪算法。并进一步介绍了最小均方差线性估计（MMSE）算法，通过与常用重构算法的仿真对比，突

出了MMSE算法在低采样率下的优越性。研究结果表明，该算法在实践中具有较好的应用潜力。
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Abstract：Aiming at introducing and using compressive sensing（CS）into practice，CS was discussed in detail from sparse representation，
encoding measurement and reconstruction algorithms. The commonly used reconstruction algorithms，such as matching pursuit，orthogonal
matching pursuit and the regularized orthogonal matching pursuit，were reviewed. The minimum mean square error（MMSE） linear
estimatealgorithm，which showed better reconstruction quality under low sampling rate，was introduced as well. Through the image
simulation，compared with commonly used reconstruction algorithms，the results indicate that MMSE shows great superiority and potential
for real applications.
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0 引 言

奈奎斯特采样定理指出，为了能重构出原始信

号，带限信号的采样频率必须不小于信号最高频率的

两倍［1］。然而随着信号带宽逐渐加宽，提高采样率所

带来的硬件成本是非常昂贵的［2］，这无疑给相应的硬

件设备带来了极大的挑战，因而使得宽带信号的处理

变得日益困难［3］。

在传统的信号处理过程中，以图像信号为例，首

先通过采样取得完整的信号样本，采样过程须满足采

样定理；再将信号在某个域（例如频域、小波域等）内

进行变换，使信号稀疏化，而后只存储变换后小部分

较大的值，最后解码出原始信号。信号处理之后丢弃

了大部分采样所得的数据，实现了数据压缩，但不影

响最终结果的重建［4］。

2004年D.Donoho［5］、T.Tao［6］及 E.Candes［7］等人提

出了一种新型的信息处理理论，即压缩传感［8-9］（Com⁃
pressed Sampling，CS）或 称 为 Compressed Sensing、
Compressive Sensing，它开启了信号采样的新革命。

与采样定理的区别在于，压缩传感理论表明只要

信号通过某种变换后可以稀疏表示，就能以较低的频

率进行全局性采样，该采样频率可以远小于采样定理

所要求的标准，从而获得少量的全局信号观测值，再

通过重建算法将初始信号从测量值中解码出来。

压缩传感理论（下文简称为CS理论）主要包括信

号的稀疏表示、非线性编码测量以及重建算法 3个部

分［10］。

CS理论虽然目前处于研究的初始阶段，但发展迅

速，已经发展了多种形式，例如Bayesian CS理论、1-
BIT CS理论、无限维CS理论、分布CS理论、变形CS理
论等，已成为学术界的研究热点。

由于目前国内对该领域的研究尚处于起步阶段，

本研究将对压缩传感理论进行详细介绍，对其中所涉

及的关键技术进行综述和整理。笔者在总结现有常

用重构算法的基础上，介绍最小均方差线性估计

（MMSE）算法，该算法在低采样率下重构效果较好，且

适用于工程实际，本研究通过图像的仿真重构突出

MMSE算法的优越性及其在实践领域的应用潜力。

1 信号稀疏表示

假如信号中只有极少数非零元素，则该信号是稀

疏的。时域信号大都具有非稀疏性，然而通过一些变

换则可变得稀疏。

对于离散信号 x(n) ，n ∈ [ ]1,2,⋯,n ，它可以用

N × 1维的基向量 { }Ψi

N

i = 1 来线性表示。假设这些基向

量都是正交的，则信号 x可表示为：

x =∑
k = 1

N

ψksk =ψs （1）
式 中 ：x ，s — N × 1 矩 阵 ；ψ — N ×N 矩 阵 ；

sk = x,ψk =ψT
k x。

如果信号 x 通过变换域 ψ 的作用后，变换向量中

只有 K 个非零元素 sk 时，但大部分情况下该条件难以

严格满足，因此也可以是具有 K 个远大于零的系数，

此时信号是可压缩的，就可以称 s为信号 x 的 K 稀疏

表示，ψ为信号 x的稀疏变换基。

压缩传感理论的先决条件是信号必须经过某种

变换后可以稀疏表示。信号的稀疏表示就是将信号

作用到某变换域内，大部分的转换系数都较小，此时

变换矢量是稀疏的，因此它可以被视为初始信号的简

明表示［11］形式。

常用的变换域有快速傅立叶变换（FFT）、离散余

弦变换（DCT）、离散小波变换（DWT）［12］、Gabor变换［13］

Curvelet变换［14］以及冗余字典［15-16］等。

2 编码测量

CS不是直接测量初始信号，而是测量信号与一个

非相关的系统（下文将该系统简称为测量矩阵）作用

之后的信号，每一个测量值是所有样本信号的线性组

合，因此每个测量值包括了所有采样信号的信息。为

此它可看作是全局采样，而奈奎斯特则可看作是局部

采样。

因此，压缩传感理论可综合理解为：在某变换基

ψ = [ ]ψ1,ψ2,⋯,ψN 上具有 K 稀疏的信号 x ∈RN ，通过它

在另一不相关基 Φ = ( )ΦT
1 ,ΦT

2 ,⋯,ΦT
M 上的 M（ K <

M << N）个观测值 y(i) = x,ΦT
i ，i ∈{ }1,2,⋯,M 获得

近似或精确重构，即为：

y =Φx =Φψs =Θs （2）
式中：y — M × 1 测量向量；Φ — M ×N 测量矩阵；

x— N × 1矩阵；Θ—传感矩阵，Θ =Φψ。

压缩传感理论的理论模型如图1所示。

图1 压缩传感理论模型

由上述表达可知，y 的维数小于 x 的维数，有无

穷个解，因此很难重构出初始信号。但由于 s是 K 稀
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疏的，且 K < M << N ，再通过稀疏分解算法，用于求解

式（2）的逆命题模型，就可得到稀疏系数 s，再进一步

回代入式（1）即可求得信号 x。

为了能重构出原始信号 x ，测量次数必须达到

M =O（K ln（N）），而且传感矩阵也一定要满足受限

等距特性（RIP）准则［17-18］，但RIP准则计算复杂度相对

较高，常用其等价条件，即稀疏变换基不应与测量矩

阵相关。

实际应用中稀疏矩阵会因信号的改变而不同，所

以希望找到能普遍适用的测量矩阵，能与任意稀疏基

都不相关。对一维信号的重构，往往选用高斯矩阵和

伯努利矩阵等；对二维信号则常选用随机分布矩阵、

Hadamard矩阵以及部分傅立叶变换矩阵等。

3 重构算法

重构算法是CS理论的核心，重构算法的主要内容

是从 M 维的测量向量 y 中重构出稀疏度为 K 的信号

x。

通过求解式（2）的逆命题，可以求得稀疏系数

s =ψTx ，理论证明信号重构问题与最小 l0 范数具有等

价性，因此重构问题可转化下式：

min ||s|| l0 s.t. y =Φψs （3）
式中：||∙||0 — l0 范数，数学意义是计算信号非零元素

的个数。

但上述优化问题是NP-hard问题，理论证明，当测

量矩阵满足RIP准则时，l0 优化问题与 l1 优化问题具

有等价性，从而将NP-hard问题变为数值上容易处理

的优化问题，那么式（3）即转化为 l1 最小范数下的最

优化问题：

min  s
l1

s.t. y =Φψs （4）
最小 l1 范数优化问题是一个线性规划的凸优化

问题，典型的算法代表是基追踪（BP）算法。

本研究整理了相关算法，特别是重构算法中的

贪婪算法，该算法目前具有代表性和较高的使用频

率。

贪婪算法经常不断发展和完善，已有多种变形，

主要包括匹配追踪（MP［19］）、正交匹配追踪（OMP［20］）、

正则化的正交匹配追踪（ROMP［21］）、压缩采样匹配追

踪（CoSaMP）以及逐步正交匹配追踪（STOMP［22］）等。

本研究详细介绍了贪婪算法的数学原理，并介绍

了MMSE算法，该算法在低采样率下能实现较高质量

的重构，以下即为算法的详细介绍。

3.1 匹配追踪

匹配追踪（Matching pursuit，MP）算法主要是从

y =Φx 中重构出最稀疏的 x 。算法主要是从测量矩

阵Φ 中，选取出与信号 y 最为匹配的列向量，也可以

称之为原子，来建立一个稀疏逼近，再求出信号的残

差；通过若干次迭代，依次不断选取出与对应信号残

差相匹配的原子，构建原子组合，那么信号 y 就能够

由所选取原子的线性组合，与最终的残差之和来表

示。假如残差在误差范围之内，那么信号 y 就可以简

化为由所选原子的线性组合来简洁表示。

3.2 正交匹配追踪

MP算法是对信号在选定的原子上进行投影，它

是不正交的，需要经过多次迭代，算法方能收敛，因此

结果不是最优的。

而正交匹配追踪算法（OMP）则有效地解决了这

个问题，该算法采用了相同的原子选择准则，区别在

于残差的更新方式有所不同。OMP在每次迭代之后，

对所有已选择原子进行正交化，使残差与所有已选择

原子所生成的子空间正交。经过正交化处理原子被

选定以后，在后续的迭代中将再也不能被选取，通过

对已选取的原子集合逐步进行正交化处理，因此缩小

了迭代的次数，确保了迭代的最优性。

3.3 正则化正交匹配追踪算法

Needell等人为了解决OMP算法中满足RIP准则

但有时仍无法精确重构的问题，适时地推出了正则正

交匹配追踪算法（Regularized orthogonal matching pur⁃
suit，ROMP），该算法对所有稀疏信号和满足RIP准则

的测量矩阵都能实现精确地重建。

与OMP的区别在于，该算法先采用相干性，选取

出多个符合条件的原子作为候选集合；然后根据正则

化原理从候选原子集合选定出符合条件的原子集合，

然后纳入支持集，快速实现原子的有效选择。

ROMP算法需要先对信号的稀疏度进行估计，然

后才能重建原始信号。但实验表明，对稀疏度的估计

要求较高，如稀疏度估计过大，则重建质量较差，不能

达到精确重构的效果；如稀疏估计太小，则可能经过

几次迭代后仍不能达到停止条件。

3.4 最小均方差线性估计

为了使 ||xi - x̂i||2 最小，现有的CS方法通过直接法

得到 x 的初始解 x̂ ，其中 x̂ =ΦT(ΦΦT)-1y 。而分块CS
算法由最小均方差线性估计（MMSE）求出初始解 x̂ ，

其中 x̂i =ΦByi 表示第 i 个重建图像块的向量形式，逆

可压缩测量矩阵 ΦB =Rxx(ΦB)T(ΦBRxx(ΦB)T)-1 ，其中 Rxx

表示输入信号的自相关函数，它采用AR的相关系数

为 0.95的模型来近似。由于 ΦB 的尺度较小，MMSE
算法易于实现［23］。
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4 仿真结果对比

为了说明上述算法的重构效果，本研究采用大小

为256×256的Boat图像进行重构实验。算法中采用小

波基作为稀疏变换基，利用高斯随机矩阵作为测量矩

阵，Boat的原始图像如图2所示。

图2 Boat原始图像

Boat图像在采样率为 10%时MP、OMP、ROMP以

及MMSE算法的重建效果如图 3所示。由图 3可见，

在采样率相同的情况下，MMSE算法进行图像重构的

效果明显优于MP、OMP和ROMP算法，三者要在采样

率为60%时才能达到该重构效果。

（a）MP算法 （b）OMP算法

（c）ROMP算法 （d）MMSE算法

图3 采样率为10%时，算法重构仿真效果

随着采样率的提高，各算法重构质量都有明显提

高，但MMSE算法的重构效果始终明显优于MP、OMP、
ROMP算法。当采样率为10%，后3种算法效果较差，

重建后无法重构原始图像，但MMSE算法重建图像质

量依然较高，仍然可以重建原始图像，显示了很大的

优越性。

笔者研究发现MMSE算法模型与实物重构模型

类似，有着较好的应用潜力，目前国内压缩传感理论

大都停留在理论研究阶段，鲜有涉及硬件系统开发应

用，如能设计出一套与实物重构模型相匹配的硬件系

统，MMSE算法将在实践中体现出低采样率下重构质

量较高的优势，将是实践领域的另一突破。

5 结束语

本研究主要阐述了压缩传感理论，并深入研究了

重建算法中使用频率较高且具代表性的MP、OMP、
ROMP算法，对其原理进行了较为详细的论述，与此同

时对性能稳定、重构质量较好的最小均方差线性估计

（MMSE）方法也进行了介绍。笔者通过各算法对二维

图像进行了仿真重构，突出了MMSE算法在低采样率

下重构质量较好的特点，并指出其在实践中有着较好

的应用潜力。

压缩传感理论引起了信号处理领域的重大改变，

它丰富了信息获取理论，而且对其他学科产生了很好

的启迪和借鉴作用，有着良好的应用前景，但如何将

其应用于工程实践则是另一个严峻的机遇和挑战。
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