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摘要：针对输入饱和离散系统由于采用输出反馈而导致的控制器设计存在很强保守性的问题，将凸多面体分析的方法应用于系统

吸引域描述中，给出了基于状态的系统可控域的顶点描述和面描述形式，建立了系统输出反馈与基于状态的系统可控域之间的关

系；为解决由于不稳定系统输出反馈第一步控制不施加任何控制作用而造成的系统状态可控域大大减小的保守性问题，提出了基于

状态观测器的输出反馈非保守控制器设计方法；针对二阶不稳定系统，根据系统输出矩阵及输出初始值的不同情况，给出了输出反

馈控制器第一步控制作用的具体形式，并证明了在该控制器作用下，系统的可控域达到最大，从而最大程度减小了控制器的保守

性。最后通过Matlab进行了数值仿真实例研究。研究结果验证了所设计控制器的有效性。
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Abstract：Aiming at solving the problems of conservative output feedback controller design for discrete systems with saturated input，
convex polyhedra analysis method was applied to the system in the description of the attractive regions in terms of system states.
Controllable region description form was given and the relationship between output feedback and controllable region was investigated. Due
to the reason that none control action was applied to first step control of anti-stable system，the controllable region was greatly decreased
and the conservatism of the system was caused. For second order anti-stable system，specific forms of the first step of the output feedback
controller were proposed based on system output matrix and the initial values of output. Under this controller，the controllable region was
maximized and the conservation was decreased in significant ways. Simulation examples were given using Matlab. The results indicate
that the proposed method is valid．
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0 引 言

饱和非线性是实际控制系统中的一种常见现

象。执行器饱和往往会严重影响系统的各项性能，甚

至导致系统不稳定，以至引起重大事故。饱和现象使

问题变得复杂，而且饱和约束的存在极大地增加了计

算的复杂性，因此开展饱和控制问题研究具有重要的

理论意义。国内外许多学者对饱和约束做了大量的

研究工作，涌现出了各种处理方法。这些方法中具有

代表性的有：低增益控制、抗饱和补偿器、最优约束控

制［1-6］等。大多数研究都采用状态反馈，但在实际的控

制过程中，系统的状态是不易测量的，只有系统输出

可以用来作为反馈信息，因此需要构造适当的状态观

测器。

上述方法大都针对半稳定系统，对不稳定饱和输

入系统，研究者在得到镇定控制器的同时，希望导出
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一个保证闭环系统稳定的尽可能大的吸引域，使系统

的吸引域尽可能的逼近可控域。众所周知，典型的输

出反馈控制在系统零时刻不加任何的控制作用，得到

系统可控域，这种方法具有保守性。研究者采用鲁棒

控制理论时也只是利用部分输出信息设计控制器，这

种做法也具有保守性。考虑不稳定离散系统，典型的

输出反馈做法会使系统可控域减小。研究者利用系

统输出的全部信息，在零时刻设计一个非保守控制器

来扩大系统的可控域，减小对可控域估计的保守性。

本研究主要探讨饱和离散时间系统非保守输出

反馈控制器设计。

1 问题描述与预备知识

考虑带有饱和约束的离散时间线性系统：

x( )k + 1 = Ax( )k +Bu( )k ,y( )k =Cx( )k （1）
式中：x( )k —状态向量，x( )k ∈ Rm ；u( )k —控制输入

向量，u( )k ∈ Rm ；并且  u ∞ ≤1,∀ k≥0 。
假定系统是可控的，满足上述约束的 u 被称为允

许的。

定义 1：称一个状态 x0 是 K 步可控的，如果存在

一个允许的控制，经过 K 使系统状态由 x(0)= x0 转移

到 x(K) = 0 。所有 K 步可控状态的集合称为 K 步可控

域，表示为 CK(A,B)。称一个状态 x0 是可控的，如果有
x0∈ CK(A,B),K≥0 。所有可控状态的集合称为可控

域，表示为 C(A,B)。
计算系统可控域的通用方法是 Fourier-Moltzkin

投影法，然而在计算过程中会产生大量冗余的线性约

束，需要不断用线性规划的方法予以消除。当系统的

维数较高或者步数较多时，由该方法所引起的冗余约

束的消除将带来巨大的计算量。Jamak［7］结合凸多面

体的相关知识，给出了系统零可控域的面表示方法。

Zhao［8-9］在 Jamak的基础上，给出了零可控域的顶点和

面表示方法，并给出了相关的算法。

假定系统初始状态 x(0)= x0 ，系统的 K 步可控域

为：

C1K( )A,B ={ }-∑
i = 0

K - 1
A-i - 1Bu( )i =

-[ ]A-1Bu( )0 + A-2Bu( )1 +⋯+ A-K Bu( )K - 1
（2）

假设 (A,B)既是可测的又是可控的，利用输出反馈

的典型方法设计控制器，即系统在 k = 0 时刻不加任何

控制作用，即 u(0)=0 ，此时相当于初始状态 x0 = Ax(0)，
系统的 K 步可控域为：

C2K( )A,B ={ }-∑
i = 0

K - 1
A-i - 2Bu( )i =

-[ ]A-2Bu( )0 + A-3Bu( )1 +⋯+ A-K - 1`Bu( )K - 1
（3）

由式（3，4）可以得到 C2K(A,B) = A-1C1K(A,B) ，A 的

所有特征值都在单位圆外，系统的可控域会减小。

2 主要结果

考虑二阶不稳定的输入饱和离散系统，为了使系

统的可控域尽可能大，本研究给出基于状态观测器的

输出反馈控制新做法，即在 k = 0 时刻对系统施加控制

作用。考虑如下形式的二阶系统，经过相似变换，
A = diag(λ1,λ2)、B = diag(b11,b12) ，其 中 λ1 ≥1,λ2 ≥1 。

为了便于分析，不妨假设 B = I ，并且 λ1 ≤λ2 ，c1 > 0，
c2 > 0，则：

x( )k + 1 = é
ë
ê

ù
û
ú

λ1 0
0 λ2

x( )k + é
ë

ù
û

1 00 1 u( )k , y( )k = [ ]c1 c2 x( )k （4）
二阶系统的可控域如图1所示。外部矩形所包含

的区域是系统式（4）正常的可控域，内部矩形所包含

的区域是采用典型输出反馈时系统能够达到的最大

的可控域。假定直线 y(0)= c1x1 + c2x2 的斜率为 k，通过

A、B直线的斜率 k1 ，通过B、F直线斜率为 k2 ，通过A、

E直线的斜率为 k3 ，通过B、C 直线的斜率为 k4 ，通过

A、D直线的斜率为 k5 。其中A、B、C、D、E、F的坐标

分别为：(1/(λ 1-1),0)、(0,1/(λ 2-1))、(1/λ 1(λ 1-1),1/λ 2

(1-λ 2))、(1/λ 1(1- λ 1),1/λ 2(λ 2-1))、(1/λ 1(1- λ 1),
1/(λ 2-1)、(1/(λ 1-1),1/λ 2(1-λ 2))。

图1 二阶系统的可控域

因此有：

k1=-(λ 1-1)/(λ 2-1)，k2=-(λ 1-1) (λ 2+1)/λ 2(λ 2-
1)，k3=-λ 1(λ 1-1)/(λ 1+1)(λ 2-1)，k4=-λ 1(λ 1-1)(λ 2+
1)/λ 2(λ 2-1)，k5=-λ 1(λ 1-1)/λ 2(λ 2-1)(λ 1+1)。

并且：

k4<k2<k1<k3<k5。

根据k的取值，可以分为6种情况：

（1）k<k4；（2）k4≤k<k2；（3）k2≤k<k1；（4）k1≤k<k3；

（5）k3≤k<k5；（6）k≥k5。

以上6种情况下的状态图分别如图2~7所示。

当 y(0)= c1x1 + c2x2 通过A、B、C、D时，假设 y(0) 分
别等于 s、t、p、q。对情况（1~3），有 s = c1/(λ1 - 1) ，
t = c2 /(λ2 - 1) ，p = - c2 /(λ2 - 1) ，q = - c1/(λ1 - 1) ；对情况

（4~6），有 s = c2 /(λ2 - 1) ，t = c1/(λ1 - 1) ，p = - c1/(λ1 - 1) ，
q = c2 /(λ2 - 1) 。正常的可控区域被直线 y(0)= s, t,p,q 分
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成 1、2、3、4、5五部分，各部分状态如表 1所示。本研

究根据各部分的状态给出控制器的具体形式。
表1 6种情况下，系统状态分析表

（1），（2），（3）情况下系统状态

x1>0，x2>0
x1>0，x2未知

x1，x2未知

x1>0，x2未知

x1<0，x2<0

y（0）≥s
t≤y（0）<s
p≤y（0）<t
q≤y（0）<p
y（0）<q

（4），（5），（6）情况下系统状态

x2>0，x1>0，
x2>0，x1未知

x2，x1未知

x2<0，x1未知

x2<0，x1<0，

y（0）≥s
t≤y（0）<s
p≤y（0）<t
q≤y（0）<p
y（0）<q

定理1［10］考虑如图2~7所示的6种情况，给出基于

观测器的非保守输出反馈控制器的设计方法。即根

据零时刻的输出，给出零时刻控制器的具体形式，并

且给出系统新的可控部分和不可控部分，相关分析如

表2所示。系统新的可控域如图8~13所示。
表2 k=0时刻的控制器的形式及系统可控情况分析

6种
情况

（1）
（2）
（3）

（4）
（5）
（6）

系统 k = 0 时刻的控制器

u( )0 = f ( )y =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

[ ]-1 -1 T, y( )0  s,
[ ]-1 0 T,   t y( )0 < s,
[ ]0 0 T,  p y( )0 < t,
[ ]1 0 T,  q y( )0 < p,
[ ]1 1 T,  y( )0 < q.

u( )0 = f ( )y =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

[ ]-1 -1 T, y( )0  s,
[ ]-1 0 T,   t y( )0 < s,
[ ]0 0 T,  p y( )0 < t,
[ ]1 0 T,  q y( )0 < p,
[ ]1 1 T,  y( )0 < q.

系统可
控部分

1,3,5,b,e
1,3,5,b,e
1,3,5,b,c

1,3,5,b,c
1,3,5,b,e
1,3,5,b,e

系统不可
控部分

a,c,d,f
a,c,d,f
a,d

a,d
a,c,d,f
a,c,d,f

证明：通过极限条件可知，对所有的 x(0) ，只要
xi(1) 满足 xi(1)≤(λi - 1) ，则状态是可控的。以对第（3）

种情况的证明为例：首先证明1部分是可控的，1部分

中 xi(0)max =1/(λi - 1) ，应 用 u(0)=[- 1 - 1]T ，有 x(1)=
λix(0)-1 ，因 为 x1 > 0,x2 > 0,λi ≥1 ，则 有 xi(1)max =
1/(λi - 1) ，满足极限条件，因此，1部分是可控的。同

理，5部分也是可控的。对于 b部分，x1(0)max =1/(λ1 - 1)，
x2(0)max =1/λ2(λ2 - 1) ，应 用 u(0)=[-1 0]T ，有 x1(1)max =
1/(λ1 - 1) ，x2(1)max =1/(λ2 - 1) ，满足极限条件，因此 b部

分是可控的。同理，c 部分是可控的。假设 a 部分是

可控的，当 x2(0)= 1/(λ2 - 1)在边界上时，u(0)=[- 1 0]T ，
此时 x2(1)=λ2 /(λ2 - 1)> 1/(λ2 - 1) ，不满足极限条件，因

此 a部分是不可控的。同理，d 部分也是不可控的。

对于第（1~6）种情况，可以用相同方法进行证明。

由文献［9］可知，给定可控域内的任意状态
x0∈ CK(A,B) ，可知存在 0≤ρ≤1可以把可控域内的状

态 x0 投影到可控域的一个面 Λ 上，而可控域面 Λ 上

的点都可以用可控域面上的顶点 x1,x2,…,xn′ 表示，即：

ρ-1 x0 =∑i = 1
n′ αixi （5）

而由可控域的顶点描述过程可知，肯定存在一个

允许的控制序列 u ，使系统经过有限步转移到达系统

原点或者到达OP,δ 邻域内，这种算法为投影算法。

在新的输出反馈方法作用下，本研究由系统
y(0) 、y(1) 时刻的输出反解出系统的状态，采用投影算

法设计投影控制器。

本 研 究 以 具 有 如 下 形 式 的 二 阶 离 散 系 统

图2 情况（1）下的系统状态图 图3 情况（2）下的系统状态图

图4 情况（3）下的系统状态图 图5 情况（4）下的系统状态图

图6 情况（5）下的系统状态图 图7 情况（6）下的系统状态图

图8 施加控制作用后情况（1） 图9 施加控制作用后情况（2）
的系统状态图 的系统状态图

图10 施加控制作用后情况（3） 图11 施加控制作用后情况（4）
的系统状态图 的系统状态图

图12 施加控制作用后情（5） 图13 施加控制作用后情况（6）
的系统状态图 的系统状态图
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A = diag(λ1,λ2)，B = I 为例，给出了控制器的具体形式，

并 且 证 明 了 其 正 确 性 。 对 如 下 形 式 的 系 统
A = diag(λ1,λ2)，B = diag(b11,b22)有相同的结果。

3 仿真实例

本节给出应用上述控制器的一个仿真实例。考

虑具有如下形式的不稳定的二阶系统：

x( )k + 1 = é
ë

ù
û

1.5 00 2 x( )k + é
ë

ù
û

1 00 1 u( )k ,   y( )k = [ ]1 1 x( )k（6）
其中，A、B、C、D、E、F的坐标分别为：(2,0)、(0,1)、

(4/3,-1/2)、(-4/3,1/2)、(-4/3,1)、(2,-1/2)，因此有k1=-1/2、
k2=-3/4、k3=-3/10、k4=-9/8、k5=-3/20。

上述系统 k=-1，属于第（2）种情况，在这种情况下

有 s =2、t=1、p=-1、q=-2，第一步控制器的具体形式为：

u( )0 = f ( )y =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

[ ]-1 -1 T, y( )0 ≥2
[ ]-1 0 T,   1≤y( )0 < 2
[ ]0 0 T,  -1≤y( )0 < 1
[ ]1 0 T,  -2≤y( )0 < -1
[ ]1 1 T,  y( )0 < -2

（1）y（0）=2.2时系统（6）的仿真结果如图 14所

示。外部的矩形所包含的区域是正常情况下系统的可

控域，内部矩形所包含区域是在传统的输出反馈作用

下系统的可控域，而实线所围成的区域是在第一步运

用上述控制器后系统的可控域。当 y(0)=2.2 时，给定

状态 x1(0)=[2.0 0.2]T ，x2(0)=[1.8 0.4]T ，x2(0)=[1.4 0.8]T ，
分 别 用“o，+ ，*”表 示 。 第 一 步 施 加 控 制 作 用

u(0)=[- 1 - 1]T ，经过一步作用之后，可以得到系统下

一时刻的状态 x1(1)=[2.0 - 0.6]T ，x2(1)= [1.7 - 0.2]T ，

x3(1)=[1.1 0.6]T 。可以看到状态：x1(0)= [2.0 0.2]T ，

x2(0)=[1.8 0.4]T ，x3(0)=[1.4 0.8]T 都是可控的。

图14 y（0）=2.2时系统（6）的仿真结果

（2）y（0）=1.4时系统（6）的仿真结果如图 15所

示。外部的矩形所包含的区域是正常情况下系统的可

控域，内部矩形所包含区域是在传统的输出反馈作用

下系统的可控域，而实线所围成的区域是在第一步运

用上述控制器后系统的可控域。当 y(0)= 1.4 时，给定

状 态 x1(0)=[0.7 0.7]T ， x2(0)= [1.2 0.2]T ，

x3(0)=[1.5 - 0.1]T ，分别用“o，+，*”表示。第一步施加控

制作用 u(0)=[- 1 0]T ，经过一步作用之后，可以得到系

统下一时刻的状态 x1(1)=[0.05 1.4]T ，x2(1) = [0.8 0.4]T ，
x3(1)=[1.25 - 0.2]T 。可以看到状态：x2(0)= [1.2 0.2]T ，
x3(0)=[1.5 - 0.1]T ，是可控的，x1(0)=[0.7 0.7]T 是不可控的。

（3）y（0）=1.6时系统（6）的仿真结果如图 16 所

示。外部的矩形所包含的区域是正常情况下系统的

可控域，内部矩形所包含区域是在传统的输出反馈作

用下系统的可控域，而实线所围成的区域是在第一步

运用上述控制器后系统的可控域。当 y(0)= - 1.6 时，

给定状态 x1(0)=[- 1.5 - 0.1]T ，x2(0)= [-0.9 - 0.7]T ，

x3(0)=[- 1.8 0.2]T ，分别用“o，+，*”表示。第一步施加

控制作用 u(0)=[1 0]T ，经过一步作用之后，可以得到系

统 下 一 时 刻 的 状 态 x1(1)= [-1.25 - 0.2]T ，

x2(1)=[- 0.35 - 1.4]T ，x3(1)=[- 1.7 0.4]T 。可以看到状

态 x1(0)=[-1.5 - 0.1]T ，x3(0)=[- 1.8 0.2]T 是可控的，
x2(0)= [-0.9 - 0.7]T 是不可控的。

图16 y（0）= 1.6时系统（6）的仿真结果

（4）y（0）=-2.1时系统（6）的仿真结果如图 17所

示。外部的矩形所包含的区域是正常情况下系统的可

控域，内部矩形所包含区域是在传统的输出反馈作用

下系统的可控域，而实线所围成的区域是在第一步运

用上述控制器后系统的可控域。当 y(0)= - 2.1时，给

定 状 态 x1(0)=[- 1.2 - 0.9]T ，x2(0)= [-1.7 - 0.4]T ，

x3(0)=[- 2 - 0.1]T ，分别用“o，+，*”表示。第一步施加

控制作用 u(0)=[1 1]T ，经过一步作用之后，可以得到系

统 下 一 时 刻 的 状 态 x1(1)=[- 0.8 - 0.8]T ，

图15 y（0）=1.4时系统（6）的仿真结果
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x2(1)=[- 1.55 - 0.2]T ，x3(1)=[- 2 0.8]T 。可以看到状态：

x1(0)=[- 1.2 - 0.9]T ， x2(0)=[- 1.7 - 0.4]T ， x3(0)=
[-2 - 0.1]T 都是可控的。

对式（6）所示的系统，本研究假定系统 k = 0时刻的

输 出 y(0)=1.4，k = 0 时 刻 施 加 的 控 制 作 用 为

u(0)=[- 1 0]T ，k = 1时刻的输出 y(1)=1.05 。由系统的

输 出 y(0) , y(1) 可 以 反 求 出 系 统 初 始 状 态

x(0)=[1.5 - 0.1]T 。本研究应用投影算法设计状态反馈控

制器，系统的状态轨迹和系统的控制信号如图18所示。

4 结束语

针对输入饱和离散系统输出反馈控制器保守设

计的问题，由于不稳定系统第一步控制不施加任何控

制作用而造成的系统可控域大大减小。本研究提出

了基于状态观测器的输出反馈非保守控制设计方法，

将凸多面体分析的方法应用到系统吸引域描述中，给

出了系统可控域的多面体描述形式，建立了输出反馈

与可控域之间的关系。对二阶不稳定系统，本研究根

据系统输出矩阵及输出初始值的不同情况，给出控制

器第一步控制器的具体形式，使系统的可控域达到最

大。本研究在证明其正确性的同时，还举例证明了这

种控制器的有效性。

图17 y（0）=-2.1时系统（6）的仿真结果

（a）系统状态轨迹

（b）控制信号轨迹

图18 系统的状态轨迹和控制信号轨迹
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