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摘要：针对目前曲面插补算法存在的实时性不强，插补算法需要大量的额外空间，算法步骤繁琐以及对插补过程产生的大量数据点

的数据处理问题，为了保证作为数控技术核心模块的曲面插补算法的高速、高精度性能，基于德布尔递推算法思想，重新推导出了适

合于曲面插补的新的NURBS曲面表达式，在此基础上重新设计了曲面插补快速算法，并着重研究了新算法的实时性。另外，为验证

新算法的正确性和有效性，提出并实现了十字链叉数据表达结构，对NURBS曲面插补点微细步长及插补质量进行了分析。建立了

以VC6.0/MFC为平台的、集弓高误差、速度、加速度等功能分析于一体的算法仿真验证系统，并以汽轮机叶片为例进行了验证。研究

结果表明，该算法可以满足曲面插补高速、高精度的性能要求。
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Simulation and analysis of algorithm for NURBS surface based on
crossed orthogonal list
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Abstract：Aiming at the lacks of present surface interpolation algorithms，poor real-time property，more amount of extra memory，complex
algorithm processes and data processing during the interpolation，and ensuring the high speed and high accuracy properties of surface
interpolation algorithm which is the core function module of NC system，a new equation for NURBS that is adapted for surface
interpolation was derived newly based on de-Boor recursive algorithm，then a fast interpolation algorithm for surface was developed newly，
and the real-time property of the new algorithm was studied in particularly. Moreover，in order to verify the algorithm，a new data structure
called crossed orthogonal list was proposed and programmed to analyze the performance of the NURBS interpolation points by the new
algorithm. The analysis functions of chord error，velocity and acceleration were integrated in a simulation system based on VC6.0/MFC.
Then，a turbine blade was taken for instance. The results indicate that the algorithm owns the high speed and high accuracy performance.
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0 引 言

随着制造业的发展，各种曲线曲面的出现，使得

对自由曲面的加工技术成为制造中的关键技术，而

且，人们审美观越来越高，因此，对曲面加工精度等的

要求越来越高，高速、高精度的曲面直接插补算法的

研究迫在眉睫。非均匀有理B样条（NURBS）作为描

述自由型曲线曲面的标准，被广泛应用于计算机辅助

设计/计算机辅助制造系统中。因此，针对NURBS曲

面插补算法的研究具有非常重要的意义。

随着曲面直接插补技术的发展，以及NURBS理论

体系的成熟和完善，NURBS曲面插补技术将会成为插

补技术主流，然而，目前的插补算法尚存在以下缺陷［1-4］：

（1）NURBS曲面上点的求解算法方面。在描述

NURBS曲面数学模型方面，许多研究者都采用矩阵形

式，这种形式需要推导出参数方向的几何系数矩阵，
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那么对于不同阶数的曲面，就要推导不同阶数所对应

的几何系数矩阵，推导过程非常繁琐，而且需要事先

推导后才能应用于求解NURBS曲面上的点，这种方式

在算法的实时性方面有很大不足。

（2）曲面上插补点的处理方面。插补过程将会产

生大量的数据点，为了保证插补质量，提高插补精度，

需要对插补点进行验证，换言之，需要对插补点进行

修正，而修正的依据就是当前插补点跟临近区域插补

点的几何关系，这就需要一种数据结构将插补点之间

的关系表示出来。

本研究针对以上不足，首先推导出通用性很强的

求解NURBS曲面上点的算法，该算法可避免繁琐地求

取NURBS曲面参数方向的几何系数矩阵过程。为了

验证NURBS曲面插补算法的正确性，保证插补质量，

本研究设计新的数据结构，即十字链叉。

1 NURBS曲面新插补算法的推导

曲面的高速、高精度加工要求插补点密、插补周

期短，因此，算法的高速性和实时性方面是插补技术

的关键，以往的算法需要预先求出几何系数矩阵，显

然不能满足实时性要求，本研究将推导出基于德布尔

递推算法的求取NURBS曲面上点的公式。

1.1 求解NURBS曲面上点的算法思想

NURBS曲面 P(u,v)的数学模型［5］为：

P(u,v) =
∑
i = 0

m∑
j = 0

n

wijdijNi,k(u)Nj, l(v)

∑
i = 0

m∑
j = 0

n

wijNi,k(u)Nj, l(v)
（1）

式中：dij ，wij —曲面的控制顶点及其对应的权因子；
Ni,k(u),Nj, l(v)— u,v方向的B样条基函数。

本研究采取的插补思想是将NURBS曲面分割成

一条条NURBS曲线，运用NURBS曲线的插补算法，那

么NURBS的数学模型可以改写为：

P(u,v) =
∑
i = 0

m (∑
j = 0

n

wijdijNj, l(v))Ni,k(u)

∑
i = 0

m (∑
j = 0

n

wijNj, l(v))Ni,k(u)
（2）

其中，令：

Di =∑
j = 0

n

wijdijNj, l(v)；

Wi =∑
j = 0

n

wijNj, l(v)。
本研究依据计算速度较快的NURBS曲线的德布

尔递推算法［6］，推导出高速、高精度的求解NURBS曲

面上点的算法表达式。

首先，利用B样条曲线的德布尔递推算法，求出公

式（2）里括号中的表达式，一个参数 i 对应一个值，一

共会产生 m + 1个Wi 和 Di ，将Wi 和 Di 作为新的控制

顶点，代入公式（1）可得：

P(u,v) =∑i = 0

m

DiNi,k(u)
∑
i = 0

m

WiNi,k(u)
（3）

公式（3）是两个B样条曲线的数学模型相除的形

式，然后分别利用德布尔递推算法进行求解，将其结

果相除，即可求得NURBS曲面上点的坐标。

1.2 求解NURBS曲面上点的德布尔算法

已知如公式（1）所给出的NURBS曲面的数学模

型，节点矢量U 和 V ，控制顶点 dij 及其对应的权因子
wij 均为已知。针对NURBS曲面上点的求解进行如下

公式推导。

给 定 u 向 和 v 向 参 数 u ∈ [ ]ui,ui + 1 ⊂ [ ]uk,um + 1 、

v ∈ [ ]vj,vj + 1 ⊂ [ ]vl,vn + 1 ，则求NURBS曲面上对应点 P(u,v)
的德布尔算法如下：

Dt
r,s =

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

wrs × drs/W k
r - k,s t = 0

(1 -αt
r,s)Dt - 1

r,s +αt
r,sD

t - 1
r + 1,s

ì
í
î

ï

ï

t = 1,⋯,k
r = i - k + t,⋯, i
s = 0,1,⋯,n

；

W t
r,s =

ì

í

î

ïï
ïï

Wr,s t = 0
(1 -αt

r,s)W t - 1
r,s +αt

r,sW
t - 1
r + 1,s

ì
í
î

ï

ï

t = 1,⋯,k
r = i - k + t,⋯, i
s = 0,1,⋯,n

；

αt
r,s = u - ur + t

ur + k + 1 - ur + t

ì
í
î

ï

ï

t = 0,1,⋯,k
r = i - k + t,⋯, i
s = 0,1,⋯,n ；

Wr,s =wl
r,s - l {r = i - k + t,⋯, i

s = 0,1,⋯,n ；

wt
r,s =

ì

í

î

ïï
ïï

wrs t = 0
(1 - β t

r,s)wt - 1
r,s + β t

r,sw
t - 1
r,s + 1

ì
í
î

ï

ï

t = 1,⋯,k
r = i - k + t,⋯, i
s = 0,1,⋯,n

；

β t
r,s = v - vs + t

vs + l + 1 - vs + t

ì
í
î

ï

ï

t = 0,1,⋯,k
r = i - k + t,⋯, i
s = 0,1,⋯,n 。

则：

P(u,v) =Dk
i - k, j （4）

至此，NURBS曲面上点的求解算法推导完毕，接

下来笔者对该算法进行讨论分析。
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1.3 算法讨论

目前使用较多的求解算法为NURBS曲面的矩阵

表示形式［7］：

P(u,v) = UMuD
w
ijM

T
v V

T

UMuWijM
T
v V

T

参数次数不同，则对应不同的几何系数矩阵，例

如：u方向为3次，v方向为2次的时候，对应的几何系

数矩阵分别为：

Mu =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
m11 m12 m13 m14
m21 m22 m23 m24
m31 m32 m33 m34
m41 m42 m43 m44

； Mv =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

。

从该几何矩阵系数可以看出，3次和2次的矩阵系

数完全不同，而且，矩阵中各个元素采用的为前向差

分，各个元素求解过程很复杂，这种形式存在下列不

足：

（1）求取几何系数矩阵元素比较繁琐，过程很复

杂；

（2）对于 3 × 2次曲面，矩阵相乘，需要做乘法计

算次数为（16+12+9）×2+18+21=113次；曲面次数越

高，做乘法计算的次数越多。

（3）表示形式非常复杂。

基于德布尔递推算法的推导公式具有以下优势：

（1）形式非常简洁；

（2）3 × 2次曲面仅需要做乘法计算次数为18+8+
（6+3）×4+18+8+2+2+2=94次。

图1 算法消耗时间对比

为了直观显示该算法的时间优越性，在 PC 机

（CPU主频为2.53 GHz）上，本研究分别计算出利用矩

阵形式和德布尔算法求解曲面上一点的所消耗的时

间，其数据对比如图1所示。从图1中可以看出，利用

德布尔算法仅需要消耗 28 μs，而利用矩阵形式的算

法则需要32 μs。在求取曲面大量插补点时则会节约

更多时间，满足实时性要求。同时，该算法形式简单，

乘法计算次数很少，而且不同次数的曲面求解只需要

给出相应的节点矢量、控制顶点、权因子，就可以直接

求取NURBS曲面上的点的坐标，不需要过程中繁琐的

过程参数的求解（例如，几何系数矩阵）。所以，该算

法符合高速、实时性的目标要求。

在满足算法的实时性以后，高速、高精度的目标

已经实现一半，精度目标的实现需要对插补点进行密

化，然后对插补精度进行验证，在面对大量的插补点

验证工作中，要求研究者能对大量数据点进行操作，

下面本研究针对这一要求提出了一种新的数据结构。

2 十字链叉的提出与运用

一张曲面包含了大量的点坐标数据，为了在仿真

中能对插补点进行修正以达到高精度的目标，研究者

需要存储曲面插补点，对插补算法的精度、速度、加速

度等参数进行验证。面对大量数据点，本研究提出采

用链表的数据结构，同时基于插补点之间的几何关

系，设计了一种新数据结构—十字链叉。十字链叉作

为链表的一种，具有以下方面的优点［8］：

（1）十字链叉是一种非固定长度的数据结构，以

动态方式申请，不仅占用资源少，而且设计简单，该数

据结构对应的存储空间是离散的，根据需要申请足够

的空间，可以将不连续的内存充分利用，不会造成内

存浪费。

（2）对十字链叉的操作（如插入、修改、删除等）只

需要修改相应的指针就可以完成，该指针后面的元素

不会产生多余的移动等过程，可以提高效率。

（3）十字链叉的指针域包含了 4个指针，将前、

后、左、右4个方向的结点都联系起来。

因此，本研究在曲面插补的过程中考虑到角度、

法向矢量等因素，通过运用十字链叉可以方便地查询

任意一插补点 4个方向的临近插补点，以便于进行编

辑修改，效率很高。

十字链叉的每一个结点都有 4个指针域，一个指

向方向向下的结点，一个指向方向向右的结点，一个

指向方向向上的结点，还有一个指向方向向左的结

点，该数据结构的定义为：
typedef struct Lnode
{

double x;//x 坐标

double y;//y 坐标

double z;//z 坐标

double A;//A转动轴坐标

double C;//C 转动轴坐标

double u,v;//uv方向参数

struct Lnode *right,*down,*up,*left;
}*TLnode,*LinkList;
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为了方便表达，本研究同时设置头结点的链表,定
义为下面的结构体:

typedef struct Hnode
{

TLnode uHead;
TLnode vHead;
double uH,vH;
struct Hnode *next,*prev;
};
该数据结构可以通过4个方向的指针将结点跟其

邻域内结点联系起来，根据它们之间的几何关系，笔者

对插补点进行编辑处理；同时，本研究在链表里面设置

了头结点，根据u向、v 向的数值，可以很方便、很快速

地在十字链叉结构中搜索插补点，如图2所示，图中每

一个节点中的深色部分为数据域。基于十字链叉在开

辟一条链表空间进行存储修改等操作的高效性，插补

算法［9］的高速、实时性得以保证的同时，也实现了高精

度的目标。

图2 NURBS曲面的十字链叉数据结构表达

3 算法仿真分析

汽轮机叶片制造是汽轮机制造技术中的关键技

术，它的制造精度的好坏直接影响汽轮机的工作效率

和工作寿命，为了提高汽轮机叶片的精度，加工方法

不断更新［10］，本研究以汽轮机叶片的加工为例进行算

法验证。

笔者运用VC++/MFC编程［11］，建立验证界面；通过

编程实现本研究第 1部分推导出的求解NURBS曲面

上点的算法，然后运用十字链叉对插补点数据进行存

储，将整张曲面的插补点连接成一张“网”，以便于在验

证阶段，依据与其临近区域插补点的几何位置关系，对

当前插补点进行精度等数据的验证。本研究以曲面中

几条插补曲线为例进行测试模拟，显示效果如图3所示。

图 3中的网格线为模拟叶片，图中的蓝色（粗）线

条）为插补模拟线条。蓝色（粗）线条完全符合整张曲

面的走势，没有无限远等坏点出现，可见，该NURBS曲
面插补算法非常正确。

图3 实例曲面插补仿真

本研究以弓高误差随插补时间的变化曲线图进

行测试，在MFC的平台上，编程设计出弓高误差随插

补时间的关系图，直观地反映其中一条插补曲线的精

度，具体步骤是：固定 v 向参数值，得到一条关于 u的

NURBS曲线，通过分析该曲线在插补过程中所产生的

弓高误差来反映精度问题。

仿真系统界面如图 4所示，研究者在该系统中直

接输入机床参数、最大允许弓高误差，以及 v 向参数

值，然后点击各个功能按钮，可以显示区域显示相应功

（a） v=0时的插补曲线弓高误差曲线

（b） v=0.5时的插补曲线弓高误差曲线

（c） v=1时的插补曲线弓高误差曲线

图4 进给速度为20 m/min下的弓高误差曲线
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能的数据仿真图，笔者设计的验证系统主要有速度、加

速度分析以及各个驱动轴的速度和加速度分析。

实际加工中选取参数为：允许弓高误差为 1 μm；

机床运行的最大进给速度为20 m/min；机床所能承受

的最大加速度为 10 m/s2。本研究以 v=0，0.5，1为例，

即曲面的起始插补线条，中间任一插补线条以及终止

插补线条，整体、全面地分析该算法，点击“弓高误差曲

线”按钮，此时的弓高误差随插补时间曲线如图4所示。

通过该实例曲线图可以直观地看出，所有的弓高

误差都满足允许弓高误差0.001 mm，即1 μm的要求，

可见，该算法以及利用十字链叉的思想满足高精度的

要求。

为了更好地证明该算法的优越性，本研究对进给

速度为 60 m/min（目前速度较高水平）时的弓高误差

曲线进行监视，该曲线如图5所示。

从图 5中可以看出，在进给速度达到 60 m/min
时，其弓高误差仍在控制范围以内，而且此时插补总

耗时都有缩短，所以该算法是正确有效的，能够达到

高速、高精度的目标。

4 结束语

本研究首先根据德布尔递推算法的优越性，推导

出了求取NURBS曲面上点的算法表达式，同时，对算

法表达式进行了实时性的讨论分析。为了对推导出

来的算法进行验证以及对插补的质量进行分析，笔者

设计出一新的数据结构—十字链叉，在MFC平台上，

设计出了一套算法验证系统，该系统集成了曲面显

示、弓高误差分析、速度加速度分析等功能，本研究以

汽轮机叶片为例，首先建立叶片模型，在算法验证系

统里对其进行NURBS曲面插补算法的精度等分析，在

系统中可以直观地看出插补精度均在控制精度以内，

结果表明，该算法满足高速、高精度的目标。

基于十字链叉的NURBS曲面的插补算法的思想，

不但可以保证插补质量，提高插补精度，甚至还能实

现对插补算法的误差、速度、加速度等一些插补参数

进行比较分析，还能在仿真中对加工过程中刀具与曲

面之间的碰撞干涉检测，甚至可以实现验证当前CNC
的数控插补代码的正确性，将使数控插补技术领域提

升一个台阶。
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（a） v=0时的插补曲线弓高误差曲线

（b） v=0.5时的插补曲线弓高误差曲线

（c） v=1时的插补曲线弓高误差曲线

图5 进给速度为60 m/min下的弓高误差曲线
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