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摘要：为解决高效、快速、精确地生成曲面等问题，将偏微分方程（PDE）应用到曲面生成中（PDE方法优越性在于可以通过相对较少

的参数生成一张光滑的曲面）。研究了用解析伪谱法快速生成一张解析近似的四边PDE曲面片，与分离变量法不同的是，该方法生

成曲面的近似解由3部分组成：一个特征函数；一个多项式的解，两者皆可精确地满足偏微分方程；附加一个剩余函数，以确保精确

的满足边界条件；进行了相同边界条件下分离变量法与解析伪谱法生成曲面的试验。实验结果表明，解析伪谱法生成的PDE曲面较

分离变量法精确度高，且更为光滑。
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on Pseudo-spectral method
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Abstract：In order to solve the problems of generate the surface quickly，efficiently and accurately，the partial differential equation（PDE）
was applied to the surface generation. The power of the PDE method lies in its ability to represent smooth surfaces in terms of a relatively
small set of design parameters. Based on PDE analytical method，a four sided PDE surface patch based on pseudo-spectral method for
rapidly calculating an analytic approximation was investigated. Different from separation of variables，the generated approximate solution
was consisted of three parts：an eigenfunction solution and a polynomial solution，both of which satisfied the generating partial differential
equation exactly，and a remainder function ensured the boundary conditions were satisfied exactly. The method of separation of variables
and analytic pseudo-spectral to generate surface were tested in the same boundary conditions. The experimental results show that the
method based on pseudo-spectral has high accurate and more smooth compared with the separation of variables.
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0 引 言

偏微分方程（PDE）曲面是一种新出现的强有力的

曲面造型工具。一般地，PDE将曲面的生成问题看作

是边界值问题［1］，通常选择椭圆偏微分方程［2］，由于

PDE方法只需少量边界条件即可表示复杂的三维曲

面，所需存储量少，因而高效。偏微分方程构造曲面应

用十分广泛，例如飞机设计［3-4］、生物医学［5］等，也曾作

为一个基础软件包应用于机翼的设计［6］。为了生成

PDE曲面，须解出偏微分方程的解，迄今为止，存在许多

数值法用于求解偏微分方程，例如有限差分法、有限元

法［7-8］。数值法只能生成近似的结果，且效率低下。基

于解析伪谱法生成四边曲面片具有高效、快速、精确的

优点，该方法生成曲面的近似解由3部分组成：一个特
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征函数、一个多项式的解，两者皆可精确地满足偏微分

方程；附加一个剩余函数，以确保精确地满足边界条件。

本研究主要介绍基于解析伪谱法的四边 PDE曲

面片生成方法，并与一般的分离变量法进行比较。

1 PDE分离变量法生成曲面片

本研究在应用中，通常将曲面表示为含有参数的

形式：X(u,v)，参数 u,v 看作是在从平面区域 Ω 到物理

空间上的映射，记为：Ω→R3 。PDE曲面是一个参数

曲面 X =X(u,v)。设 Ω ={0≤ u≤ 1,0≤ v≤ 2π}，给定

类双调和方程：

( ∂
2

∂u2 + a
∂2
∂v2

)2X(u,v) = 0 （1）
本研究取待生成的偏微分方程曲面的4条轮廓线

作为4个边界条件，给定方程式（1）的4个傅里叶级数

表示的周边边界条件为：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

X(0,v) =P0(v)   
X(s,v) =Ps(v)
X(t,v) =Pt(v)   
X(1,v) =P1(v)
X(u,0)=X(u,2π)

    （2）

式中：P0(v)，P1(v)—定义了曲面在 u = 0,1上的边界曲

线；Ps(v)，Pt(v)—定义了曲面在内部 u = s, t 上的边界

曲线；X(u,0)=X(u,2π) —边界条件是周期的，即曲线

为闭曲线。

通过分离变量法得到式（1，2）的解为：

X(u,v) = A0(u) +∑
n - 1

∞

(An(u)cos nv +Bn(u)sin nv) （3）
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

A0(u) = a00 + a01u + a02u
2 + a03u

3

An(u) =(an1 + an2u)exp(anu) +
(an3 + an4u)exp(-anu)
Bn(u) =(bn1 + bn2u)exp(anu) +
(bn3 + bn4u)exp(-anu)

（4）

方程组中，未知数和方程个数都为4个，可以求出
aa0 ，sa0 ，ta0 ，pa0 ，aan ，san ，tan ，pan ，abn ，sbn ，tbn ，
pbn 。若假设s=0.333 33，t=0.666 67，给定边界条件为：

ì

í

î

ïï
ïï

p0(v) =(4 cos v,4 sin v,0) 
ps(v) =(2 cos v,2 sin v,1)
pt(v) =(2 cos v,2 sin v,2) 
p1(v) =(4 cos v,4 sin v,3)

（5）

由式（5）可知，傅里叶级数的最高项 cos v 和

sin v ，最高项决定了 n的取值上限，即 n最大为 1。则

式（3）演化为：
X(u,v) = A0(u) + A1(u)cos v +B1(u)sin v （6）

将 u=0，s，t，1代入 A0(u),An(u),Bn(u)中，解得：a00 =
0.000 00, a00 = 3.000 13, a00 = -0.000 40,a00 = 0.000 27 。

同理可解其他系数。

2 解析伪谱法生成四边曲面片

本研究选择正则的PDE四边曲面片，采用的方法

是 寻 找 一 个 特 征 函 数 Xp(u,v) ，且 Xp(u,v) =

∑exp(σv)Φ(u)，exp(σv)Φ(u)是方程式（1）的 4阶算符。
为了有效地使用特征函数，本研究还需对方程式（1）补
充一个多项式解 Xc(u,v)，确保满足特征函数的边界条

件是连续的。为了精确地满足边界条件，本研究补充

一个剩余项 Xr(u,v)，因此，可以得出方程式（1）的解的

近似形式：

X(u,v) =Xc(u,v) +Xptr(u,v) +Xr(u,v) （7）
式中：Xptr(u,v)—截断的特征函数；Xc(u,v)—多项式，

即角点的解；Xr(u,v)—剩余项。

接下来研究如何给出方程式（1）右端的边界条

件，设边界条件在u=0，u=1，v=0和 v=1时，满足：

ì

í

î

ïï
ïï

X(0,v) = f1(v)
X(u,0)= f2(u)
X(1,v) = f3(v)
X(u,1)= f4(u)

（8）

由于边界相容性，有：

ì

í

î

ïï
ïï

f1(0)= f2(0)
f2(1)= f3(0)
f3(1)= f4(1)
f4(0)= f1(1)

（9）

为了求解方程式（1），除了上述的边界条件，还需

要给出在 ∂Ω 上的法矢：

ì

í

î

ïï
ïï

Xu(0,v) = fu1(v)
Xv(u,0)= fv2(u)
Xu(1,v) = fu3(v)
X4(u,1)= fv4(u)

（10）

同样地，法矢满足边界相容性。此外，由于解是

正则的，角点还需满足扭矢相容性。

2.1 多项式的解

这一部分主要研究如何求解 Xc(u,v)，根据上一节

分析，本研究可以给出角点处的边界条件，即对于每一

对点，分别求其 X(u,v) ，Xu(u,v) ，Xv(u,v) 。一般情况

下，方程式（1）的角点多项式 Xc(u,v)是4次多项式，4次
多项式的可扩展性差，因其线性无关性，需要补充附加

的条件来确定多项式的系数，可以将多项式设为 6次
多项式：

Xc(u,v) =∑
n = 0

6

∑
i = 0

n

Aku
nv(n - i)

（11）
式中，Ak 共有 28个矢量常数，除了方程式（8，9，

10）给出的12个边界条件，还需要16个方程式。不妨

机 电 工 程 第29卷·· 908



给出角点处的扭矢：

ì

í

î

ïï
ïï

Xcuv(0,0)= fu1v(0)
Xcuv(1,0)= fu3v(0)
Xcuv(1,1)= fu3v(1)
Xcuv(0,1)= fu1v(1)

（12）

将方程式（11）代入方程式（1），且解的系数为 0，
可以给出另外6个方程：

ì

í

î

ï

ïï
ï

ï

ïï
ï

24A11 + 8A13 + 24A15 = 0
120A16 + 24A18 + 24A20 = 0
24A17 + 24A19 + 120A21 = 0
360A22 + 48A24 + 24A26 = 0
24A24 + 48A26 + 360A28 = 0
120A23 + 72A25 + 120A27 = 0

（13）

为了满足线性无关性，本研究给出补充的 6个方

程：

ì

í

î

ï

ïï
ï

ï

ïï
ï

Xcuu  (0,0)= f2uu(0)
Xcuu(1,0)= f2uu(1)
Xcuu(1,1)= f4uu(1)
Xcuu(0,1)= f4uu(0)
Xcvv(0,0)= f1vv(0)
Xcuuu(0,0)= f2uuu(0)

（14）

通过上述分析，可以求出 Ak 的28个系数。

2.2 寻找特征函数

通过 2.1节的研究，可以给出特征函数边界条件

满足 Xp(u,v) =X(u,v) -Xc(u,v)，相应地由方程式（8，10，
12）可以得出边界条件。本研究将方程式（1）进行缩

放，先求u=0的情况，给定边界条件为：

{ϕ(0,v) =ϕ(1,v) = 0
ϕu(0,v) =ϕu(1,v) = 0

  （15）
同样地，也可以设 v=0，从边界条件可得：

ì

í

î

ïï
ïï

ϕ(u,0)= g0(u)
ϕ(u,1)= g1(u)
ϕv(u,0)= gv0(u)
ϕv(u,1)= gv1(u)

（16）

从方程式（8，10，12）可知：

{g0(0)= g0(1)= g1(0)= g1(1)= 0
g0u(0)= g0u(1)= g1u(0)= g1u(1)= 0

（17）

注意到：
gv0(0)= gv0(1)= gv1(0)= gv1(1)= 0 （18）

接下来本研究寻找方程式（1）的特征函数，考虑

式（1）分离变量的形式 ϕ = exp(σv)Φ(u) ，σ 是一个常

数，也可以是复数，则 Φ(u)的解为：

Φ(u) = A sin(σu) + B cos(σu) +
Cu sin(σu) + Du cos(σu) （19）

式中：A,B,C,D—常数；σ —特征值，有 sin2σ =σ2 。

则相应的特征函数为：
Φ(u) = sinσ sin(σu) +
(σ cosσ - sinσ)u sin(σu)
-uσ sinσ cos(σu)

（20）

Φ(u)是Papkovich-Fadle函数，一般情况下分为奇

函数和偶函数，σ 是复特征值且已知，由于线性无关

性，且 ϕ 是实数，则有：

ϕ =Reé
ë
ê

ù
û
ú∑

n

Φn(u,σn)(Bn exp(σnv) +
Cn exp(-σnv))

（21）

Φn(u,σn)是特征函数，相应的特征值 σn ，Re表示

实数部分。施加边界条件，使用方程式（21），截断其

前N项。由于在角点处满足边界条件，当 u = 0, u = 1
时也满足上述等式。不妨将其简化为：

Fk(u,σn,Bn,Cn) = 0   k = 1,...,4 （22）
设 ui =(i - 1)/(m - 1) ，i = 2,...,m - 1 ，代入方程式

（22），令 χ =∑
i = 2

m - 1

∑
k = 1

4

F 2
k (ui,σn,Bn,Cn)，设 ∂χ/∂αr = 0 。其中

r = 1,...,4N ，且 Bn 和 Cn 表示 αr ，由上式可知，通过最

小二乘拟合共有 4N 个方程和 4N 个未知数。由此求

出的 ϕ 设为 ϕ1 ，且满足边界条件，交换 u,v ，求出 ϕ2 ，

则 ϕ =ϕ1 +ϕ2 ，且满足方程式（1）。
根据上述论述，可以求出 Xp(u,v)，用 Xptr(u,v)表示

其逼近的解。因此方程（1）的逼近形式 X(u,v) =
Xptr(u,v) +Xc(u,v)。
2.3 剩余函数求解

为了精确地满足边界条件，还需要补充剩余项
Xr(u,v) ，通过上述方法可求得边界条件。为了求
Xr(u,v)，可以采用孔斯曲面，其混合函数 α0,α1,β0,β1 满

足：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

α0(0)= 1   α0(1)= 0
α1(0)= 0   α1(1)= 1
α′

0(0)=α′
0(1)=α′

1(0)=α′
1(1)= 0

β0(0)= β0(1)= β1(0)= β1(1)= 0
β′

0(0)= 1   β′
0(1)= 0

β′
1(0)= 0   β′

1(1)= 1

（23）

则 Xr(u,v)的形式为：

Xr(u,v) = [ ]α0(u),α1(u),β0(u),β1(u)

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
f1r(v)
f3r(v)
fu1r(v)
fu3r(v)

+

[ ]f2r(u), f4r(u), fv2r(u), fv4r(u)

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
α0(v)
α1(v)
β0(v)
β1(v)

（24）
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由此可以解出 Xr(u,v)。

3 实 例

首先用求PDE四边面的解析伪谱法实现了文献［1］
的例子。设：

X(u,v) =(c(u)cos v,c(u)sin v,e(u) + d(u)cos v)

且：

ì
í
î

ï

ï

c(u) =(x1 + ux2)exp(u) +(x3 + ux4)exp(-u)
d(u) =(z1 + uz2)exp(u) +(z3 + uz4)exp(-u)
e(u) =(3h - s1)u2 +(s1 - 2h)s3

已知：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

x1 = -1.504 054,  x2 = 0.989 137 9
x3 = 3.504 054,  x4 = 3.018 969
z1 = -5.070 437,  z2 = -3.013 659
z3 = 7.070 437,  z4 = 8.127 216
h = 5, s0 = -1,  s1 = 1

边界条件：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

f1(v) = 2(cos v,sin v,cos v)
f2(u) =( f (u), 0,zs(u) + g(u))
f3(v) =(cos v,sin v,h)
f4(u) =( f (u)cos 1, f (u)sin 1,zs(u) + g(u)cos 1)
fu1(v) = s0(cos v,sin v,cos v)
fv2(u) =(0, f (u), 0)
fu3(v) =(0,0,s1)
fv4(u) =(-f (u)sin 1, f (u)cos 1,-g(u)sin 1)

通过上述给定的条件，可以求出角点，给定混合

函数：

ì

í

î

ïï
ïï

α0 = 1 - 3u2 + 2u3

α1 = 3u2 - 2u3

β0 = u - 2u2 + 3u3

β1 = -u2 + u3

（25）

特征函数取前7项，N=7，通过该方法生成的曲面

片如图1所示。

图1 四边曲面片的例子1
采用分离变量法生成的曲面如图2所示。

图1生成的曲面很大程度上逼近正确的解，与图2
对比，图1更为光滑。

4 结束语

笔者研究了用解析伪谱法快速生成一张解析近

似的 4边PDE曲面片，该方法生成曲面的近似解主要

由 3部分组成：一个特征函数；一个多项式的解，两者

皆可精确地满足偏微分方程；附加一个剩余函数，以

确保精确地满足边界。本研究进行了相同边界条件

下分离变量法与解析伪谱法生成曲面的试验。实验

结果表明，基于解析伪谱法生成的PDE曲面较分离变

量法精确度高，且更为光滑。
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图2 四边曲面片的例子2
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